
dy 

dt 

dy dx 
:::. ----

dx dt 

f sin 2х dx 

Нт 
х-а 

• 

х+С 

- 1) + С 

«8 книгах ГОНlIка с rlx о t1гинаЛhНЫМ 

дизаiiНОl\l н и.л,\ЮСТРЮРIИМI1 с..,\ожныс 

нден 11 понятия преподноснтся 

(lск...,юtII1Те.,,\ьно просто н .iзинмзте.АhНО». 

J ln" d" = 

N е Уогк Т,те, Воок Rcvie\v 

f(x + ЗНАНИЙ 

МНОГО 



КРАТЮ·"Й КУРС В КОМНКСАХ 

ЛАРРИ ГОНИК 

-k ------. 
КОЛ<i6Рll 

МОСКВА 
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6ЛАГОДАРНОСТИ 

АвтО\' Блэzоgаrен математuческому факультету ГаР6аРва, zge ezo ZОЛО6У 
Kozga-mo ва6ным-ва6НО начuнuлu 6ce~ 9тo~ мaтeмaтиKO~: ~OHY Te~тy, С60ему 
ner60MY nrеnоgа6ателю матаналuза, Лuнн Лумuс, llJломо llJтеrнБеrzу, Раулю &отту, 
М;6иву МамФоrgу, &arru МазYl'У, 9нgrю Глuсону, Ларсу длфорсу u ~орgжу Маккею, 
че~ сын ОСНО6ал сеть маzаЗUНО6 Whole Foods, uсточнuк Больше~ частu шоколэgа, 
котО\'ым nоgnuтЫ6алось HanucaHue 9тo~ кнuzu. Позже, 6 М'ТМ, BикmO\' Гуимемин Был 
моим научным РУКО60guтелем, пока я nuсал guаеrтацuю (котО\'ую так u не закончuл). 
Hazucemmu Рао uз Инстuтута Тата 6 MyмGaи научuл меня ценить хuтросnлетенuя 
математuческоzо аналuза Без Большоzо колuчест6а алzеG'i'ы. Еще позже несколько 

чеЛО6ек nомоzлu мне СНО6а начать вумать о математuческом аналuзе: ~e~мc маgжu 

оgоG'i'uл nep6bIe ZЛЭ6Ы u настоятельно СО6етО6ал не отклоняться от учeGно~ npoZ\'aMMbI 
уни6ерситета; несколько ожuменных виCKyccи~ с М;6ивом МамфО\'gом nрояснuлu 

gля меня 6onpoc о сочетанuu научно~ cmpozocmu с иHтyициe~; KP9~Z &енэм, 9нgrю Моа 
u Марк Уuлuс терnелu мои разzлэzольст606анuя о cnugoMempax, nарамельных осях 
u тому nоgоБном. Я Блэzоgарен 6сем 9тим люgям. И еще я хотел Бы nоБлэzоgарuть 
разраБотЧUКО6 уgU6uтельно~ npoZ\'aMMbI Fontoqrapher, nОЗ60ляюще~ наБupать 
математuческие фО\'мульr так же просто, СЛО6НО nuшешь их от руки! 



д'Jвиgу МаМ<!,Оl'еу - наставнику, 

Gлаzоgетелю и gl'YZY 



Начальные УСЛОВИЯ 

,,' . ...:: ~cy,) 4JоF'мулы � ... 
~ • .;o.-.· е,..·,зmuч е.скLlu 

:; - 2' .Г, сm?оumlЯ на 

-U О::ОЛЬkU Х кr3CU!:!bIX 

-'9"'Х, но в РG3УЛЬ-

ТАТЕ nолуч<зюmся 

<рормулы� ! И в Moeti 
к.чU 2е ux тоже ПОЛНО, 

к СQ%эленuю ... 

::· ... ·0:0 :; (ЭFУ Книг 

,..:: ','2 rY3НЗлuзу, вы 

,e ... 3.Jme.Cb: go чеzо 
о-и все nОХОЖJ,i! 

Поэтому мОЯ книга по МэmеМзmu'-lссКо, ..... у 

ЗНЭАU3У Gygem совсем не похожа на gyyzue! 
ЖЕЛG3НО! Я ГДРДНТИРУЮ :по I 

6 

CmpaHUЦbI, uс.nещренньrе 

ФОРМУЛАМИ, 09ни 
u те же ТЕМЫ, и gаже 
LiJРИ4'Т ogUH3KOBbIU! 

И вGСИТ "3%93Я 
с тонну .. 

OgH3KO Я бусз у оБъяс нять 9леzанmныl) xog 
мышления, сmоящuи З3 этuмu <fiОfМУламu, 

с nОМОl.ЦbЮ картинок. 

~--_../ 

(~~ 
~ ~'~~-' __ ... ~JfI' " 

~~ 

Вы ЧУВLmвуеmе? 

Он а zоразgо леZ'iе, . . 

д ШРИФТ -то, 

-оzляguте на ШРИФТI 

, 



Глава -. 

Обыкновенная скорость 
и скорость по перемещениlO, 

изменение 
ОСНО8ная ugея NE 1 

Математически~ анализ изучает изменения. Изменения зazаgочны! OgHU ~ещи меня­
ются незаметно . Другие - со скоростью ~зры~а. Волосы растут меgленно, и ~gpyz 

~ы оGнаружu~аете, что ~aM ga~Ho пора nоgстричься ... Температура nоgнимается 
и nagaem ... Дым клуGится ~ ~озgухе ... Планеты К'i'утятся ~ Gез~озgуwном 
npocтpaHcт~e ... и еще ~ремя - оно HUKozga не остана~ли~ается! 

= <.> 
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Если g-олzо еУМ2ть 06 uзмененuях, то можно npuumu j( crrn~ _'" ::::. 6-:'~- _ -3"'P_ .. ,v .::=..;;; ­
HUa zpeK 3ЕНОН 9ЛЕЙСКИЙ gyM2A -gУМ2А U pewUA, что А,Ви.жElН~Е нвo;.~. ~.;,,:: .~, 
он так: 

СлegовзmелыiO . ни В 1Ca ­

КОО момент ДВИЖЕНИЯ 

НЕ ПРОИСХОДИТ. 

~ -~ 
\) 

Дs","eHue - ?тО Kozga 
поло.жение меняеrnlЯ 

со ."еменем. 

в люGоtJ omgeN>HO !3зяmыО 

момент !3се npegMembI 
НЕТ10А,ВИЖНЫ . 

НО ""{I' ."емя -
это послegо!3з ­

mелы-ю,ть 

моментоВ. 

3начum . gвu.женuя 

НЕ &ЫВАЕТ 

ВОО&ЩЕ. 9Й!Акэк 
",е 5' с «зэ 

ri 0f"2Л? 



Даже время 

не стоит на 

месте ... ?то 
так cmF'3HHO .. 

о 
о 
о 

ИСААК НЬЮТОН и 

ГОТФРИД ЛЕЙБНИЦ рссу­
жgали так. Во}ьмем яgrо, 

котарым выстрелили 

и} п ушки . Даже если 

в конК?еmныu момент оно 

HuKyga не улетает, все 
равно у Hezo есть ЧТО -ТО, 
укз}ывающее на gвижение. 

в конце XVII Beka ~ zge-mo на gse тысячи лет позже 

'3енон:а - <Эва '1еловекз nрuшли совершенно k <аРУ2им вывоgзм . 

ВооБще -то это Gы � аa 

МОЯ иgея, а ты� ее украл! 
Нет, ,то ТЫ У МЕНЯ списал! 

В люGо" момент gвижение яgrа хаrактеrи}уется СКОРОСТЬЮ, неКим числом . Пrеgставь­

те, что у kаЖ9020 nреgмеm ::з есть HeBuguMbIU счетчик, постоянно ззмеряющuu его ско­

рость и наnрвление gвижения. 

9 

О! ТЕПЕРЬ я начинаю 

ПОНИМАТЬ .. . 

Иными словамu, npegcmaBbme себе, что 
на кажgом nregMeme установлен неви­
gUMbI" СПИДОМЕТР, как на эвтомоGи­
лях, тольКО нэш cnugoMemr ука}ывает 
еще и наnrавление gвижения . 



Наво lказать . Ньютон и Лei:l6ниL\ непло­

хо lОо6\'3JlCЭли. или учить. что lnugo­
метры изоGj>ели только через 1.00 лет 
ПОlле них! 

Что такое 

сnи90Мernр? 

Но К3I< l/3ШI qвa zeнuя 

во эrnozo goeуlt<ЗЛUlЬ? 

Чrn06Ы )'3IIЗm>. gэsайте 

n~ 113 noкэзания 
lnUвомempэ s авто­
!Юfi<Jлe. 

На laMOM веле нам нужен П1'и6ор. который 6увет измеРЯть не lKOPOlmb. а lK01'olmb вме­
lme l направлением - назовем ezo «СКОРОСТЕ.мЕР,.. ОН sыzлявит lOSleM как lnugoмem1'. 
но у Hezo на шкале ить и ОТFИUAТЕЛl>НЫЕ ~НДЧЕНИЯ вля тех иучаes. Kozga аsтом06иль 
евет назав· 

10 



'tmобы nоняmь pa3HUЦY межgу обыкновенно~ скоросmью и скоросmью по nеремещению, nрее­

cmaBbme себе машину, коmорая равномерно gвижеmся В те"ение "аса и за ,mom "ас nреоео ­

леваеm '70 Км. nomOM она развора"иваеmся и egem oG\'amHo (в «оmрии,зтельном» направле­
нии) в течение часа t тои же скоростью. 

О 10 2.0 

~ _' _. С 

~.г=--,,6 ~ C~ () • ...) 

о 10 20 

СКОРОСТЬ всеща равна '70 км/" , и наша машина 
проехала в обще~ сложносmи РАССТОЯНИЕ 

100 Км - '70 туеа и '70 обраmно. Расстояние 
f'ЗВНО ско?ости, умноженнои на в?емя: 

Общее рассmояние ~ CKopocmb . заmра"енное 
время ~ 

~ '70 Км/" . 2 "аса ~ 

~ 100 Км 

3D 

3D 

~ [(~~ 
,--. О о "'" 

40 '70 

40 '70 

СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ равна ОБЩЕМ У 

РАССТОЯНИЮ, gеленному на время' 

общее рассmояние 
C:KOrOt:mb~ :=. ::: 

r заmра"енное время 

~ 100 Км ~ ,,0 км/" 
2 часа 

Но еt.:лu Mbl nосмотРим на СКОРОСТЬ ПО П~РЕ­

МЕЩЕНИЮ, то в nef'BbIU ча..:: машина ееет (,0 

скоростью 70 км/ч, а во smof'ou - со CКOf'o­

сmью - 50 км!'1! В umoze nоложенuе машuны 

не uзменилось. СУММАРНОЕ И;МЕНЕНИЕ РАВНО 

НУЛЮ - машина в цmые оказывается тЗм же, 

СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ по nЕРЕМЕЩЕНИЮ равна 

И3МЕНЕНИЮ полоЖЕНИЯ, gеленному на время. 

uзменение положения 

заmраченное время 

в ,mOM случае 

v ~ Окм ~Окм/ч! 
~\' 2 часа 

11 

Большая 

разни и,з I 



3аnишем ,то символичесКи: если 

t , и t
2 

- ева момента времени 
и в nepBЫ~ из них тело нахоgится 

в положении 5" а во Bтopo~ -
в положении 52' то СРЕДНЯЯ 
СКОРОС1Ъ По ПЕРЕМЕЩЕНИЮ 
,mozo тела в интервале времени 
межgу t , и t

2 
равна: 

то есть 

А теперь нам н у.хе;., ,cc;,-~_J..c. "~iCtIIo- -~ 
чmо6ы � gЭ6UЛ на ZЭ3 cг~:.-..: _ ~ 
Позову-ка я СВОЮ ~. - :;--:эс:.,...,..--&...::. 

М;ЛЬТД ИП'ЕК ... 

д если у Дельты ,кскоростемер» показывает 100 км/ч? '!то ,то Например, ,то 

может означать, что если она Gygem ТО'!НО ВЫДЕРЖИВд1Ъ такую скорость по nеремещению 
в течение часа, то машина nроееет за час ровно 100 км. Верно? (Дельта поставила на крышу 
машины часы - gля наzляgности.) 

Если. "ыееу 
оmСЮf]Э 8 

nолgень ... 

Тоща за '2 часа мы nроееем 
200 км, за полчаса - "i0 км, 
а за t часов - 100t км ... 9та 
формула gолжна paGomamb gаже 
gля коротких ИНТЕРВАЛОВ 

ВРЕМЕНИ. Если скорость по 

nеремещению, равная 100 км/ч , 

выgержuваеmся аБсолютно 

точно, Дельта npoegem 1 км 
за 1/100 часа (36 с), 0,1 км 
за 0,001 часа (3,6 с) 
и 0,001 км, то есть 
оеин метр, за 0,00001 часа, 
или 0,036 с. 

... то в час gня 
6уву зgес.! 

9 ... лоzuчно, 
Я gумаю .. . 

1'2 

tz-t, $2 - 5, 
(часы) (километры) 

10 1000 

9 900 

5 500 

1 100 

0,5 50 

0,1 10 

0,01 1 

0,001 0,1 

0,0001 0,01 

0,0000001 0,00001 



Но :?то ЕСЛИ tKOPOtmb по nеремещению tOBteM не изменяеmtя... д вееь в реэльном мире tKOPOtmb 

меняетtя кэжgыL1 раз, KOlga машина Р3Зlоняетtя или тормозит. Что mOlga 0зна'1эют показания 

«tKOpOtmeMepa» ? (Теперь Дельта поставила нз крышу еще и «tKopotmeMep».) 

C.Kopotmb по nеремещенuю := О 

у tкоряеmtя 

Высокая скорость 

по nеремещенuю 

&олее нuзкая tKOpOtmb 
по nеремещению 

Ответ Henpocm' конечно, вы заметили, что, если взять ОЧЕНЬ КОРОТКИЙ ПРОМЕЖУТОК 
ВРЕМЕНИ, показания cnugoMempa ПОЧТИ НЕ МЕНЯЮТСЯ. Даже если BgaBumb nеgаль газа в МЛ, 
tKOpOtmb не сильно увели'1umtя за, tкажем, 1/'700 gолю t eKYHgbI. На фотОlрафuи , tняmоL1 

t KopomKoL1 выgерЖ'КоL1 , tтрелка «cKOpOtmeMepa» окажется nO'tmu не размазанноU. 

----.,."'"~ ......... ....,....,,....,..Jl.,. Такова была 
ОСНОВНАЯ ИДЕЯ 
Ньютона и Ле~бница, 

ВЫЧИСЛЯТЬ ОТНОШЕНИЕ (s, - ' ') / (1;,- t ,J 
gля ОЧЕНЬ КОРОТКИХ ПРОМЕЖУТКОВ ВРЕМЕНИ . 

Что такое 

фотоzрафuя? 

Мы можем t nOKOIJHO t"luтэmь, '1то :?то отношение 

равно tKOpOtmu по nеремещенuю в момент t 1 

(а также 'д момент t z, вееь они nO"lmu 
не отлuчаютtя!). 



Иными словами, мг,ЮВЕННАЯ СКОРость O'iEHb &ЛJA3КА К ( " - , .) / ( '" - :. ' (0 -;";' 

РА3НИЦА t , - t, ОЧЕНЬ МАМ. (Вы спросите себя , как Ньютон с ЛfO)t;-_~ ,,;,'" '_ 0, 

измерять nеремещение тела на временном интервале gлuной, С<2Х" ·, , 0 .0000 ' « .• :- Е' 
но пусть вас ,то не волнует!) 

I1ффф! 

3еаь 
важен 

n1'ин"иn ... 

НО Ньютону и Лейбницу нужно было вычислить СКОl'ость по nегемещению не nгиблизительно , 

а TO'iHO... И более того, они nоказали, как ,то МОЖНО CJ:,FM ть! 3абуgьте об измеl'ениях! 

Ньютон и Ле~бни" исnoльзовали МАТЕМАТИ'iЕСКИЙ АНАЛJA3, совсем HOBЫ~ вие математики, 
изобгетенны~ ими сnе"иально gля 7тo~ "ели. 

IA мь! назовем 
:7mо метО90М 

флюксul1 ~ 

. 
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Нuчеzо 

nogoGHolO . 

Мы наЗ0вем ,то 

А,ИФФЕРЕН~АЛЬНЫМ 
ИС'iИСЛЕНИЕМ . 



Если ПОЛОЖЕНИЕ тела зависит от времени и эта зависимость описывается HeKoтopo~ 

<1ЮРМУЛО~, то gи<!,<!,еренциальное исчисление noзволяет получить gруzую точную <!'ормулу, 

gающую СКОРОСТЬ Этоzо тела в лю60~ момент. 

"то казалось волше6ством, и кое-кто gаже заnоgозрил нелаgное ... Тут что-то не так ... 
странно ... BbtBegeHo UЗ необосновэнных n?еgnоложенuС{". 'imo-mo тут нечuсmо ... 

Ты почiJ.i ЧТО 

gелuшь на НОЛЬ! 

(Поgхоg Ле~6ница казался ос06енно nоgозрительным: он с уgоволь­
ствием gелил OgHO на gpyzoe не тольКО Kozga 06е величины 6ыли 
малы, но u kоzgэ они были «бесконечно малы», хотя u не f'ЭВНЫ 
нулю, что бы это ни 3НЭЧUАО.) 

f\пnГ)/'~ 
, - . /,, -

,/ . - . 

1'7 



НО - nоgозрительное или нет - gи4>4>еренциальное исчисление r6:r,,- ' ~ ,,",,_''''''- :r. '~ '-НO , 

Поразительно 94>4>eкmиBHO, Оно gавало результаты! 

Много, 

мноzо, мныо 

?езульmэmов ... 

и NOgu начали ezo иСnOЛЬЗ0вать .. , не только gля 
вычисления CK01'ocтe~ тел, но и gля измерения 

скорости любых процессов, Ди4>4>еренциальное 

исчисление исnoльзуется везgе! 

( 

8 2CtrDC+iOМJ,J U, 
mелех.ом.м. 'y1-fU кэu,uях, 

?лeютrpоmехнuке, 

биологии , химии, 

механике, статистике, 

кибернетике, 

психологии, экоНоМиКе ... 

в конце концов они разо6\>ались и с «необоснованными nрegnоложениями», Ну, почти разо6\>а­

ЛUlЬ ... К несчасmью, мне не x~aтиm места оGъяснить, как именно, u оnисать все проБлеМbI 
gи4>4>еренциальноzо исчисления .. , Скажем так, мноzие тонкие моменты, на которые указал 
?енон, не разъяснены и сеzоgня .. , 

CnoKoCkmBue, 
gpyz MO~! 
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Да-еа! Оно 

работает, 

а это главное! 



Глава О 

3накомьтесь: функции 
3еесь мы уЗнаем кое-что 06 отношениях 

Начнем с OgHou UЗ самых kpЗСUВЫХ u nлоgоmворных ugeLi с:овременнои математики - понятия 

о/ункции. О чем бы ни заwла гечь ~ этоu книге, мы буgем гo~o?итb о 4'унщиях. Так что же 

такое 4'унщия? 

Ну, наверно, 

4'унщuя - Это 

Я! 
,.-~ 
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Вот 9ТО ты 

называешь «К?эсuвая 

и nлоgоmворная» ?! 



ФункциЯ - нечmо вpoge УСТРОЙС1iД 880А,д-ВЫ80А,д, или YCТPoQcтu. J;,Nl OWjiOJ)(И 
чисел. ФункциЯ (БУ9ем назЬ/sаmь ее f) nо;t:Щ>3em числа и uзserzэem цх ooo<ige ~ 
На 1<3Ж90е СЬе9енное число (назosем ао х) функциЯ f sbIsogum ogнoзнa'И> U:f 9"''''100 
чиlЛО, f( х) (npоuзносиmся 4:9ф от икс»). f можно назsаmь npaSUлом, no t:afi!if1OlO' " 
nревращаеmсяs f(x). х sxogum, f(x) sbIxogum. 

, ( , ........ 

Не 6<JQa ••• ~ _01, 
з6t::mFаа •• ", 'tLIoC.ADКrC1 

'-__ .. _809~···~---' 

Если saM не нраsиmся sbIsog, который nлаsаem s SОЗ9ухе, как sыхлоn, npeecmasbme себе, 
чmо числа размещены S90ЛЬ npямой. в 9том случае функциЯ f nщаem числа с 09НОЙ npямoQ 
и nросто vкaзыsаеm на сооmsemсmsующее sbIxogHoe значение на eryzoй. 

9то лучше ... 

f(x) 

1в 



Наn1'име1', положение аВтомоGиля s - ,то 4'унщия от Вl'емени t. Пl'еgставьте ceGe S как 

ycтl'o~cтBO, КотОl'ое с"итывает с Bl'eMeHHO~ линии (или nОЖUl'ает, то атЬ "1'инимает 
в ка"еСтве ввоеа) знз"ение Вl'емени и указывает положение аВтомоGиля s(t) на еОl'оге. 

Еще примеры: 

Миl' полон 4'унщи~! 

АтмосфеFное gавленuе 

зависиm от BbIeombl: 
на кзжgоu Высоте А 
с.вое аmмоС"ферное 

gавление, Р(А). 

4'унщuя Р nожиl'ает 
высоту и вывоеит 

gшменuе. 

Не rззzовзрL.1-

взt1 с н;абumым 

ртом! 

s(t) 

Kozga наgувают К\'уzлы~ возgушны~ шаF, 
его oGoeM - ,то 4'унщия raguyca. Кажgы~ 
Faguyc r Оnl'еgеляет оено, и тОЛЬКО ogHO, 
зна"ение oGoeMa V(r). 

На nI'ЯМО~ гOI'HO~ т1'оnе ВЫСота - 4'унщия положения 

на т1'оnе. кажgое положение Х оgнозна"но Оnl'еgеляет 

Высоту А(х). 

х 

19 



В примере с крyzлым ВОЗ9УШНЫМ шзром функция О6'ЬеМа V въrчuиялaa. no J"<Iel.lO !'39"уса r 
по ФОРМУf.E : 

V(r) _ 41Тr' 
- ? 

ЧтоБы Ha~ти oGbeM 9ЛЯ 9aHHozo ра9иуса 
(СКJJжем. r ~ 10). мы ввоеим . или 

ПОА,СТдВЛЯЕМ. 9то число Вместо r : 

V(1O) ~ 41Т(1О)' ~ 4000 1т ~ 
? ? 

" 4НЩ79 

(,нак " означает nрибли­
зите .... ное равенство.) 

8озв"9" 9",0 • l<y6 
" умно,"" резуwnаm 

на 41Т/3! 

ВджI!О! Функции и nеременные можно обозначать N06bIMU буквами. СлееуюЩt.lе три 
форму .... 1 оt11'еееляют 09НУ и ту же функцию. nоско .... Ку ВЫ9ают оеин и тот же резу .... -
тат при 09инаковом значении на ВХ09е. Все три описывают 09НО и то же правило . 

V(r) ~ 41Тr' 
? 

f(t) ~ 41Тt' 
? 

g(u) ~ 41Ти ' 
? 

Мuчеzо! 3начum, ты 
Что в ЩМ-НU не lJo:waжэewь, ию я БУ9У 
те6е /юем? ,lJать теБя «эр6УЗНЗя 

z.oлова»? 

'2.0 



Вот чуть более сложны~ пример . 
Допустим, h вычисляется по qюрмуле' 

h( ,,) ~..; ,," - 1 

ВЫЧl;lЛUМ неtКОЛЫ:::О значенuЙ ... 

h ( l )~ ~~O 

и т. е . 

И составим табличку. Межgу 

значениями - nf'овэлы�, но их МОЖНО 

заполнить ... Все , кроме ... 

~ q 
" h(,,) 

-'3 ге 

-2,9 V7Ai 
-2,6 ";6 ,64 

-2 уз 

-1 О 

О 

2 уз 

г7 2 

'3 ге 

и т. е. 

При -1 < " < 1 выражение nое квэgратным корнем становится отрицательным' 
,," - 1 < О. В 9том случае <рункция ы,,) НЕ ОПРЕДЕЛЕНА, потому что у отрицательных 
чисел не существует (gе~ствительных) кваератных KopHe~. П09тому <рункция h принимает 
не все числа, а тольКО те, которые не попали в интервал от - 1 ео + 1. Числа из 9mOZO 
интервала запрещены I 

~" 
C~/C), 

Ч,о :< ~ 
-4 -'3 -2 

О&ЛдСТЪЮ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

люБОLA <рункцuи называется 

множеt:mво Btex чисел, 

на которых она оnреgелена. 

<Рункция f принимает 
ТОЛЬКО ТЕ вхоеные значения, 

которые лежат в оGласmu 

ее 

-1 

O~ I :1то 

мертвая зона! 

• 
о 
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Все остальное 

я не CMOZy 

nерев:арить! 

4 



06лаlmь Оn1'egеления ",УНlЩии 06ычно оnиlЫ8аemlЯ l noМDU.f/>lO ИНТВ'IAA08 ~. 

~ g8yX чиlел а и Ь, таких, чmо а < Ь, мы GygeM иlnОЛЬ30вэnъ ~ 060Значeнuя: 

(а, ь) - о'f1(pbI1ы�й инmе1'8ал от а 
go Ь, то ить 8le чиlЛЗ, лежащие 
межgу а и Ь, ~A ИСКЛЮЧЕНИЕМ ко­
нечных mочек, то ить lамих а и Ь. 

а ь 

(а, ь) - 8le Хтакие, чmо а < х < Ь 

[а, Ь] - ~AlcpытыA .н11c\''''om ago Ь, 
то ить 8C€ чuиa, ИЖ"i"tw lN!X9y а и Ь, 
8 ТОМ ЧИСЛЕ l<OНe'И.Ie mD'taI, mo есть а 
и Ь. 

а ь 

[а, Ь] - 8le Х mЗJCUе, чmo а S х S Ь 

&ЕQ(ОНЕЧНЫЙ инmер8ал - ,то l08oKynHOa>1b 8lex чиlел, npевЫШЭIOЩLlХ нekoe ЧUlЛО l. 
Мы заnиlЫ8аем ezo К3К [с, 00), или l 8xogum 8 инmе1'8ал , и (с, 00), или l не 8xogum. 
8 91'yzую lm01'0HY ,то Gygem (- 00, d] и (- 00, d) loom8emlm8eннo. 3нак GиконеЧНОlmи 
не 06означаem HuкaKOZO Оn1'egеленноzо чиlла, он 88egeн gля yg06lm8a заnиlи 8 таких 
lлучаях . &иконеЧНОlmь HUKozga не 8ключаemlЯ 8 ЧUlЛовой инmе1'8ал - она 8egb не чиlЛО! 

d с 
.1 .... ~~ ...... ~ .. ~:>---т--------r~I ...... ~ ................ ~ ..... I. 

( -00, d) - 8le хтакие, чmо Х <d 

ПОЛЬ3VЯlЬ инmе1'8алзми, можно lкa­

заmь, чmо оGЛЗlmью оnpegеления 

",ункции h( х) ~y х' - 1 Я8ляemlЯ 8lЯ 
чиlЛО8ая прямая за npegелзми инте1'-

8алз (-1, 1). 
I 

-1 

[с, 00) - в:с::е Х такие, что с S. х 

ОGЛЗlmью оnpegелeнuя ",ункции g( х) ~ ~ 
Я8ЛЯIOmlЯ 8le чиlЛЗ Х такие, чmо х ~ О 
(nОlКОЛЬКУ gеление на ноль невозможно). 

: 
о 

ОGЛЗlmью оnpegеления ",ункции Р (х) ~ х' + '3 
Я8ляюmlЯ 8le gейlm8иmельные чиlЛЗ Gез ОZ1'аничениЙ. 
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Д теперь вернемся к ОG\'азу q>ункции, Gе"ущеi:i вхоеные значения с оенои числовоi:i nрямоi:i 

и указывающеi:i "езультат на второи числовоi:i nрямоL1. 

EC/lU хотите, мо.жно cmef'emb nрugумэнное нзми существо u СОСF'еgоmочumься на самом 
n"оцессе УКд3ывдния. 

Тоееа q>ункция Gygem вы- f(d) 
?то ТВОЯ 

zляgеть просто как НД&ОР 
сущность! 

стр!:лок> указывающих НЬ) 

с OgHOU '-IUСЛОВОU n?ЯМОU на 
а f(a) 

g"уzую. И3 кажgоzо х 

в оGласти оnреgеления f Ь Не) 
исхоеuт "овно оена стрел-

ка и nоказывает на еруеой е 

z) nрямоL1значенuе f(x). 
d 

~ f(x) 
х 

~ 
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А теперь nouzpaeM 
с ,тими стрелками . 

~ -
" 

Хм . .. что, еtлu 

поверн уть OgHY из 9тих 
прямых на 90 zрэgус:ов? 

(~\ 
zPlii' ~~~ 

Если первую прямую , или ОСЬ , повернуть так , чтобы она была zори,онтальна, можно рассмат­

ривать функцию в Buge ГРАФИКА . BxogHbIe ,начения, х, нахоgятся на zори,онтально~ оси , 

а BbIxogHbIe, у, - на вертикально~ . Hag (или nog) кажgо~ точко~ а (ее еще на,ывают apzYMeH­
том функции ) на оси х мы отмечаем на ПЛОСКости точку с коорgинэтами (а, f ( a)), 
у Koтopo~ Koopg UHama у равна ,начению функции f при ,начении apzYMeHma а. 

График 

у ~ f(X) 

а 

у 

, , 
1- -- - - - -- .1.-

- --- - - .... f ( a) 

, , , , , , , 

---------... 
Обратите внuмэнuе; 

н а 9том zpa c:puKe все 
еще МОЖНО Haumu 

стрелки! 

Кривая состоит и, всех точек (х, у), таких, что у ~ f( х). Дt--я краткости буgем на,ывать 

ее ГРАФИКОМ функции у ~ f( x ) . 

2 4 



Вот неtколько npotmbIX примеров. 

f ( x) < х 9 (Х) < 2х 

3 3 

2 2 3 

2 

О О 1 

- 1 - 1 
О 

- 1 
-2 - 2 - 2 
- 3 - 3 - 3 
- 4 -4 - 4 

Ст?елки Г?3фик 

h( x) < х ' 

4 

3 3 

2 2 

О О 

-1 - 1 

-2 - 2 

- 3 - 3 
- 2 - 1 2 

Ст?елки Г?афик 

F (х) - наибольшее целое чиtЛо, не nревышающее х. 

Иногgа его заnиtы�аютт как [х]. (Таким обрэзом, 
['7] < '7, ['7 ,7 ] < '7 , [-1,6] < -2, [-О,3] <- 1 
и т. g.) 

2 ~ 

~ 
o ~ 

2 

о 

-1 ~ -1 
Ст?елки 

-

-
Грэ<!'ик 

2'7 

У 
4 

3 

2 

----- 1 

О 

~ 
-1 

-2 

-3 
- 4 

Ст?елки 

9та штука 

со сmреЛJc:ЭМI) 

мо.ж€m 

стать О<fещ, 

запутанной ... 

График 

Это "?име? <!,ункции, которую 
нельзя выразить <!'о?мулоu 

в обы'1НОМ смысле ЭmО20 СЛОВi3 . 

Тэкая чистая! 

Такая 

аGстрактная! 

ТаКЭ51 ~u{,:ловая! 

г оник, мне жэ,N:. тебя 

разочэровыsаmь, 

но она используется 

В фuзuке. 



При6авляем, умножаем и делим 

<Рункции мо'жно комбинировать различным образом, точно так же , « , ... ,.~ ~ " .. ~б\асти 
оnреgеления функциа f и 9 nереакаются, то ФУНКL\ии мо'жно склаs, ,~~, . ,. - : ...,~, _ gелить 

в любоа точке, гее обе оnреgелены . П олучаются новые ФУНКL\ии f - 9 f9 о 'J • 'Б-се , 
буgьте осторо'жнЫ и никогеа не gелите на ноль I 

( f + gXx) = f (x) + g( x ) 

График функции f + 9 МО'жнО построить на 
основании графиков f и g, сложив KoopgUHa­

ты у в кажgоа точке х из пересечения их 

областеа оnреgеления. 

Хочешь , 

,оееuнuм 

наши вы�0gыы ? 

Разность евух ФУНКL\иа мО'жнО npeg­
стэвить себе как орu енmщювэнное 

расстояние межgу их zpa<j>UKaMU . 

f ( x ) - g( x ) < о 

Графики nроизвеgения gByx 
функциа fg и частного евух 

функциа f/g не так просто 

nрееставить, исхоgя 

Иноzgа выхоеит 

не так Yk плохо , .. 

у=х 

из графиков f и g. Обычно 

nрихоgится Вычислять их 

В кажgоа точКе по очереgи. 

у = х 5in Х 
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Элементарные функции 

Вы BКf'aтц" nознакомились с nоняти"м функции, а т"",,рь 'ЗаваИте рассмотрим несколько 

расnростран"нных примеров функциИ, С которыми мы бу'З"м им"ть 'З"ло в ?тоИ книее. 

Во BBogHOM курсе Bbl 

вы�ляgелuu совсем 

no-grvzому! 

9ти функции называются' 

9Л!:М!:НТДРНЫМИ, посколь­

ку их, как хими'1е.скuе Эле-

MeHmbi, МОЖНО CO'iemamb 

бесконечным множестВом 

способов ... 

! 
.~~ 

---':.:.--__ ~ ....::..~<C_ 

-С' 

~~~ ',\ ~fj</ /jv ~, ' 1 
,. ,,\'-' 1\ и. ~ . 

-~"' 

r< . " ;() 
~, 

,~ 

J1 
$~-
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Абсолютная 

величина 

дGсолюmная величин а, или моgуль, Х 

(Обозна,аеmся 1,,1) оnреgеляеmся 

САеgующим образом' 

1,,1 - " , если " ? О 

1 ,,1 - -", если " ~ о 

Ну как тебе 

зGсолюmны�e 

велu'1uны�? 

" та ,!,ункция не можеm иметЬ У - 1,,1 
оmрuцзmеЛЬНЬfХ значении. Кроме mozo, 
gля любой а иСтинно выражение 1 al - 1- al . 

3 

2 

О 

- 1 

-2 

- 3 

Оmносumельно 

неnлm:о .. 

3 

2 

О 

-1 

- 2 

-3 

1 al мОЖНО nреgсmавлять себе как (nоюжumеАьное) РАССТОЯНИЕ от а go О на ,исюВо" прямо", а 
1 а - Ы - 1 Ь - al как РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ а и Ь. 

lal 
( ) 

а о 

Если с ~ люGое число, а r > О , mozga совокупность 
всех чисел Х, таких, 'fmo Ix - cl ~ (, образует 
интервал с центром в с и «рзguусом,», то есть 

rюловuноl1 gлuны , РЭВНОLA (. 

r r 
( ) ( ) 

• 1 

с - r с " с + r 

1" - cl ~ r 

ze 

( 

а 

la - 61 
) 

ь 

HempygHo Bugemb, ,то gля АюGых 
gByX , исеА а и Ь 

la + 61 ~ lal + 161 

Из ,ezo, nogcmaBU. Ь - с - а, 
nОЛУ'-1UМ 

Ic - al ~ Icl - lal 

gля Аюбых а и с . 



Константы 

Для любоzо 4'иксированного ,и ела С существует о,ень простая 4'ункция f( х) ~ С, имеющая 
оено u то .же значенuе gля любого Х. ВЫ скажете, что она не очень-то похожа на ~YHK­
цию, но все-таки Константа - тоже 4'ункция' Ее гра4'ик - zоризонтальная линия у ~ С. Все 
стрелки nоказывают В OgHY и ту же то,ку! 

с 

о 

Степенные функции 

f(x) ~ с 

Эта 4'унщuя OnUCbl­
вае.т , как мы HUKyga 

не egeM! 

s(t) ~ с 

9то 4'ункциu слеgующеzо вugз: Х , х2 , ;J(', .. . , х17 , ,. . хl1 
•• • , zge n - nоло.жumельное u,е/юе чис­

ЛО. Коща n ЧЕТНОЕ, гра4'ик 4'ункции напоминает ,ашу, потому ,то (-х)' ~ х ' . У nОЛQжu ­

тельноzо и отрицательноzо аргументов «результат» OgUH и тот же. Если n НЕЧЕтноt;, 
то ( - х) , ~ - х' и гра4'СКU, nереzuбаясь , ухоgят влеВо u вниз. 

/l 2 

tг о 

-1 

- 2 

f(x) ~ х " 

4 

., 
2 

о 

-1 

Чем выше степень J тем 

быстрее )70с:т! 

29 

у ~ х 4 

у ~ х ' 

1 _ 1 

О О 

- 1 _--- -1 
-2 "" 

g(x) ~ х ' "" -В 



г------------------------" " 
Многочлены 

Склаgывая константы, умноженные на степенные функции, мь! получаем МНОГОЧЛЕНЫ 

(они же ПОЛlAНОМЫ ) с формулами вРоее 2х2 + х + 41 или х" - х" - 9х. Константы 
в еанном случае называются КО"""""ИI.Ц-1ЕНТдМИ, а самая высокая степень Х с ненуле­
ВЫм ко?ффициентом - СТЕпЕНЬЮ МНОГОЧЛЕНА, 

Р (х) • 7 х'О + 39? х' + х' + 11 (мноzочлен степени 10), 

Q( x). -х + 9 (мноzочлен степени 1). 

Алzебра учит нас, что мноzочлен Р сте­
пени г1 имеет не более г1 KopHe~. Корни -

Это значения ХI • Х2 • ·• Хм. nри которых 

Р(х) . о. 

Мы также у8иеим, что zрафик NOбоzо 

МНО20'1ленз yxogum s бесконечность 
(положительную или отрицательную) 

по мере mozo I как МЫ gвu.жеМlЯ по оси Х 
неоzраниченно gалеко вправо или влево. 

-, 

"то значит, что zрафик функции­

мноzочлен:з степени n nересечеm 
ось Х не более г1 раз, На самом gеле 

мы се~чэс увиеим, что такоu zрафик 

буgет иметь не более г1 - 1 «точек 
поворота», В которых он nерехоеит 

от nаgения К росту или наоборот. 

;0 

Ну, ВО ВСЯКОм 

СЛ учэе, прочь от 

stezo ОlmЭЛЬНО20! 



Отрицательные степени 

Это <!,унщии типа 

f( х) ~_1 ,п ~ 1, 2, 3, ... , 
х" 

KomOVbIe также ззnисываются в Buge 

Функции с. оmf'l..щаmельнымu tmеnенямu 
оnреgелены ем всех х " О. Как и у 
nаложumельны�x стеnенеСА, Zf>ЗфUКU 

различаются в ,Зl3uсuмосmu от тО20, какая 

9то степень - '1етнзя или нечеmнЗЯ. 

ДРО6ные степени 

f:слu n - nоложuтельное u,елое число , Х..;;- означает корень n-й степени от Х, uлuVx. 3anulb 
с ПОМОЩЬЮ gробно~ степени используется, чтобы работала слеgующэя <!,ормула' 

.L J....n 
(х " )" ~ х " ~ х 

-

, 
Четное П' область оnрegеления <!'унщии х" -
все Х ~ О. 

отрuцаmельны�e gpOGHbIe степени тоже бывают .. 

-, 
--

)1.3 

Не рааmраuваi1ся, 

ты ничем не хуже 

gpyzux чисел ... 

31 

Нечетное П ' область оnреgеления <!,ункции 

х+ - все мно.жиmво gейсmвumельны�x чисел. 



Рациональные функции 

9то 4'ункции, которые получаются 

при ДЕЛЕНИИ мноzoчленов: 

Они оnреgелены везgе, 2ее Q(x) " О. 
Например , 

R(x), о х' +9х +1 ,x",Y-16 
х' + 16 

т(х) , ,>: 1 ' Х " ± 1 
х -

Нет, вес:ьмэ 

F'ЗЦUОНЗЛЬНО. 

ТТро f'эцuонам,ные 4'уНkцuи мОЖНО Сkэзаmь три вещи. Во-первых: если хотите, можете 

пропустить ,тот разgел и nереити сразу к с. 07. 

9 .. . пока' . ;('(~ .• (~. 
Q~' P ,> 

~W 
J 

Во -вторых: буgем ваге" nреgnола2ать, что степень Р меньше , чем у Q. Если ?то не так, 
МНО20члены можно РМДЕЛИТЪ ДРУГ НА ДРУГА В LТОЛ&ИК', чтобы p/Q приняла вие 

Р (х) + R(x) 
, Q(x) , 

ще Р, - МНО20член, а R­
остаток от gеления , много­

член со степенью ниже, чем 

у Q. 

Хэ-хэ-ха! Те, Кто 

nе.реско'tUЛ через ?ту l~~ J-kJ" \ ~l~~ главу, проп устят ner - О ~ /.у \ "/ 
B~le повороты F'Уkояmкu ~ " ;;",(гру 

МГЕИAlAЧ_СКОЙ i ~-~) 3 \ 
МАШИНЫ! . .. ~ 

~3;. ~.I{?~~)~J~' 
. .~ '. ~ 
- . ~ I 

.. Если вы не знаете J как gелиmь МНО20'1лены В столбик , - их gеляm mO'IHO так: же, как числа> 
только ?то zоразgо проще. f1ocMompume в какоu -нибуgь еРУ20й книпе. Вам понравится! 



В-третьих' любую рациональную q>YHK­
цию мОЖНО записать в виее СУММЫ бо ­

лее npocmblx «7леменmарных 9робеЙ.» 
таК020 виеа' 

а Ьх + с 
(х + р)' или (х' + qx + () т 

2ее а, Ь , с, р, q и r - константы, а 
n и m - nоло.жumельные целые числа. 

IAHbIMU словамu, их знаменатели -
степени мноzочленов nервого или 

втОР020 nоряgка. 

9то буеет полезно 

потом, когеа мы 

,эuмемся uнmеzrаламu, 

На gеле искать 9ти Константы бывает 

неnросто - gля начала nрugется разло ­

жuть на множuтели Q(x), - но Вот ева 

при мера nрименения 9тО20 метоеа. 

Пример 

Пусть 

F(x) - (х ~ 1) ' 

Поgсmавляем 
u раскрываем 

скобки: 

Сначала запишем 9то как 

д теперь eaBa~тe -ка nокрутим ручку ... 

---"х'----с- _ ~'--c-- + 1 
х-1 х-1 

Первы~ множuтель МОЖНО mpaHcq>opMUPOBamb 
С помощью gеления в столбик' 

х-1 

Как u обещано, menef'b в числителях тольКО КОН­
сmэнmы, а в знаменателях - мноzочлены вugэ 

(х+ р) ' . 

( ПО&ЕА,А!!! ) 



Пример 

R(x) ~ _ 2х2 + 7х - 3 
х' + 1 

Пе1'выа ша2 - ВСе2еа 1'азложенuе знаменателя 
на мно.жumелu . Вtnомuнзем l3лzебру: 

х' + 1 ~ (х + 1) (х' - х + 1). 

Теперь n1'еgnоложим, ,то ответ существует. 

в аЛ2е6rе 

MHOZQ 

хорошеzо{ 

Он 6уеет ВЫ2ляgеть вот так, 

-2х'+7х- 3 
х' + 1 

Ах + В 

х' - х + 1 
+ 

с 

х+ 1 

Мы хотим 1'ешuть ,то уравнение , ,т06ы узнать, 

,ему равны А, В U С. П1'uвеgя еро6и в nравоа ,а­
сти к ееиному знаменателю, nолу,аем слеgую­

щuti '-tULлumель : 

(А+ С)х2 +(А+ В - С)Х +(В + с) 

Поскольку он таКои же, как чщ:лumель uсхоеной 

91'о6и, noлу,ается, ,то 

A+C~-2 
A+B-C~7 
B+C~-'3 

Теперь у нас есть система uз трех 

wзвненuCi с mремя неuзвестными . 

Всnомнив аЛ2е61'У, нахоеим, ,то 

А ~ 1., В ~ 1 U С ~ - 4 , 

таким 06разом' 

R( x) ~ 2х + 1 + -4 
х' - х + 1 х + 1 

Можете "1'ове1'ить n1'авuльность от ­

вета, сложив ,ти е1'о6и , - gолжна 

nолу,uтuя uсхоgная 4'ункцuя. 

А теперь 6уеет кое -,то о,ень важ­

ное ... П1'" виее слеgующеа 4'ункции 
ваwз люБовь к математике mолько 

возрастет I 



Показательная функция 

!lокэзэmельнэя ",ункция вырэжэеmtя 

",ОРМУЛО~ виgэ 

f(x) '" аХ. 

Оtновэние а зgаь являеmtя КОН­

tmэнmоu, а nокэзэmель степени 

Х - nepeMeHHO~. !l О оGщеnриня­

тому tоzлэwению вtеzgэ иtnоль­

зуеmtя а > 1. Эmи ",ункции оnи­
tЫВЭюm оnреgеленны~ вие роtmэ 

(нэпример, 1'otm нэtеления). 

я сgе.лаю !3се, чтобы 7тО20 

не gonycmumb! Сеzоgня 
у нас на ужuн рэzу 

uз кrольчэmuны�! 

С1'ееи Btex В03МОЖНЫХ знэ"ени~ а, исnользуемых КЭК оtНОВэние nокэзэmельно~ ",ункции, 

математики особенно люБят оено, так назы �3эемоеe «натуральное основание». 'Это чULЛО е, 

которое В gаяти"но~ зэnиш нэ"инэетtя mЭК: 

2,71 в2 в1 в2в4'3904'3 2 3'3?602 в74 713'326624977'372470936999'39'37496696762 772407663 

0373'347'394'371зв217в'3 2'316642 7427466 39193200;0'39921 в17 413'396629043'372 900304 

2 9'3260'39%;О7?в1 323 1,в62 79434907632 ;;в2 9вв07Я 19'32 '31019011 '37?в341 в79;О7021 

'340в9149934вв416 7'309244 76146066вов2 264вО016в477411в73 7423454424 3 7107739077 

744992069'3'31702761взв606261331зв4'3в;ОО07'320449;;в26?602976067?71132007093 

2 в 7091274437470472 ;06969772093 1 0141692 fJЗ6f31902 '3 '31 '31 ов6? 74637721112'32 зв97в44 

2'30'369'336967707в'3449969967946в644'3490'39в7931636вв923009в79312773617в21'342 

4999229576 3'314в 2 20в 269 в 9 519366воз 31 в 252 вв6939в 4964 6'7lО'3в 20939239в 29 4вв79 

3320362 50944 3117?012 зв19706f341614 039 70 19 вз 76793 206вз 2 в 2 3 764 64в04 29 '33 11 в02 3 

29792 '309в19455в1",01756 717361 Я2069в112 509961 в1 вв159;О4169035159999в519345в 

072 7?в66 7?в'3в 94 2 2 в792 2 в 499fJ920f36fJ0'3fJ 2 '37492 796104в419в444 36 34 6 3 244 96f34fJ 7'3 

6О233624в2704197в62?20900216099023Я04369941в4 91463140~9====~640'3462'3 

31 ?20961fJЗ690fJfJfJ70701676f339642437fJ140'392714%3'349061;o &олее или 7'305101 

1'7747704171 fJ9fJ6106f37?9696? '3 212671 '346f3fJ9'3 703'303'34021234 менее... 106f31701 

2100%2 7вв02 3519;0;;2 24 74'301 5в'339047;О41995 7777093'303b;;r.7'11'1. i"7Г"J'Z'1;72'30efJ6 

в7696640?'3'3'3 707162 26f344 7162'36079вв26?17в71 3419'312466'32010;05 2123667719432 

'32 7в67Я9в'3'3в944в96970964097'34'791 в'769'363в02?6 3 7016211204 ('<'.~ 774272 2в 

364в961?422'31644'307в1в24423'3294в63637214174023в993441247 \ gJ 963'37437 

02637'3'329444933 799в016125492 2 79'3092 '3 77в2 %209262 264вз (&~ .~ 62779;;3 

в6%64в162 772'71640191О'390049164499в 2в931 '305660472'3в02 7 7в631 в641 5'319 

'36'731.442 '3в6992 9469'39;090191 '72 9в721172 '3%04 7'346 39644791 014'3904090'7 

962 9в496 7912в7 406f370'304fJ9'3fJ'3f36 717479в'3466 77'37'37?20%91 "j 2вв4'3920'341 
;;40'3392200011 ?7fJ6300945%06f39166 7400169в420'3'3в040;; ~ 637. .. 



Сейчас вы yвugume, nO'1ему е называют натуральным 

оuюванuем. для Это?О нужно ra aMomF'emb БЭНkОВ­

CkUU Вk/lэg С. Ha'1Ut./IeHueM сложных проЦЕНТОВ. 

Прegс.тавьmе с.ебе, '1то бэнк расщеgF'IJUЯ (!) 

u n/lamum вам по вк.лаgу 100 % zogOBblX. 

Но и не O'ieHb хорошо. Bbl неgовольны и хотите, 
'1тобы nроценты начислялись чаще. Вы nросите 

6анк на"ислять 70 % ка'*'9ые nОЛZ09а (100 % 
в 209, разgелиmь на 9ва). В таком СЛУ'1ае в конце 
'О9а у вас на е"ету БУ9ет ' 

АнаЛО2и'1НО, если на вклэg со 
вы�лэmm 

100 % 20е0ВЫХ проценты начис-
""9 

ляютея 'f1'И раза в 'О9, по nро -

шествии 2О9а (после трех 6bl-
плат) общая сумма Gygem равна 

2 

( 1 +~) ' 90маров . 
'3 

, 
Если сло-*ныCl процент начuс -

4 

ляется n f'аз в 209, то В конце , 
2О9а на счету БУ9ет лежать 

(1 + ~)' 90маров. 
n 100 

Bbl решаете узнаmь, сколько 1000 

это БУ9ет ! &ерете калькуля-

тор и получаете: 

Если в самом начале у вас на счету 09ин 

90мар, то через г09 там БУ9ет 9ва 

90мара. Неплохо ! 

$1 + 100 % . $1 о $2 

Вы nоzружэеmесь в вычисления, заметив, 'imo 

и в сле9ующиu раз при начислении nрос;ен ­

тоВ общая сумма станет равна 

( 1 + t У ' , потом (1 + t)" потом ( 1 + t )' ... 

( 1 + 1)· 

(1 + +)1 
(1 + т)' 
( 1 + ..2...)' 

4 

( 1 _..!.....у , 

( ,,_'_)'00 
100 

( 1+ _'_ )>000 
1000 

36 

• $2.25 

= $2, 37 

= $2,44 

= $2,49 

= '2 ,705 .. 

= $2,71g ... 

Похоже, что 

итог стремится 

К е gоллэров ! 



Еслu n очень велuко, то можно считать, что I'троценты по вашему вклаgу начuсляются 
н!;пр!;рывно, ВС!; вр!;мя. В ?том случае остаток на вашем счету в конце 2О9а БУ9ет 

равен ровно е ДОЛЛАров. 

09ин, 9вз, 9ва сеМЬ9есят, 

9В" сеМЬ9есят 09ин, 9вз 

семьgесят OgUH U Восемь 
gесятых ... 

Ltuсло е называется нату?альным основанием , потому что постоянное начuсленuе СЛОЖНЫХ 

процентов не завuсuт от оnrеgелеННО20 uнтеrвала времени u В этом смысле яВляется 
натуральным, то есть естестВенным. 

Что таКО20 

особенного 

в отrезке BreMeHU 
gлuноu в 20g? 

7то также nоказывает, что е - самая большая сумма, которую можно nолучuть за 209, 
вложив 09ин 90ллар n09 100 % I 

7и! 3gecb только 
2., 7Нn131132. 134'7904'72. 

90ЛЛ"Р"! 
м!;ня О&С'iИТдЛИ! 

37 
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't'О1"мулу (1 + -1;- )" можно также использовать 9ЛЯ noлу"ения числа е. Как у"ит алzе6ра, 
,тот МН020член можно разложить в ви9е 

1 + n ( .1.. ) + п( n - 1) . 
n 2 

.1.. + 
п' 

+_1 
п" 

1 + п(п - 1) (п - 2 ) 
п2 1 . 2 . 3 

При о"ень GОЛЫJJих n 9роби (п - 1)/п, 

(п - 2)/п и m.n. no"mu 1"авны 1, так 
что первые члены, можно считать, равны 

1+1+-1 +_1 +_1 +_1 + ... 
2 3! 4! 7' 

ще, если т - люGое ~елое "исло, т' означает 
n1"оизвеgение 1 . 2 . 3 . ... . m. 

1 + п(п - 1) (п - 2 ) ( п - 3) 
п' 1 . 2 . 3 . 4 

Теперь. nреестав:uв с.е6е. что n стремится к бесконечности , можно ЗЭКЛЮ"-lumь, что е 

равно сумме l. бесконечным количестВОм слаzаемых: 

1 1 1 1 1 
e~1+1+T+3Т+4Т+'5Т +··· +nr+'" 

Так оно u есть на самом <зеле. 

дх ... Какая красивая, Почему тЬ! мне HU-

'7леzанmная 
коzgэ не zoeopUWb 
таКих ком.nлuмен-

<1'ормула' тое? 

JI у 

Из-за ocoGozo «натYf'аль­
HOZO» статуса числа е мы 

буеем называть <1'ункцию 

ПРОСТО 9КСПОНЕНТОЙ. {2 Х _ 
,то сумма, котО1"ая окажется 

у вас на счету в банке че1"ез ;>( 

лет, если вы nоло.жumе на c'-Iem 
оеин еомз1" и сложные n1"o­
~eHты по вклаgу буеут начис­

ляться Hen1"epbIBHo из рас"ета 
100 % 20е0ВЫХ. 



1000 

900 

воо 

700 

600 

'700 

400 

Пока}ательная 4'ункция о"ень ьыстро растет с 

ростом Х. Например, }на"ение f(x) ~ 2' уеваивает­
ся кажgыu ра}, коща х увели"ивается всеzo 

на ееиницу ' 

f(x + 1) ~ 2'" ~ 2"2' ~ 2(2") ~ и(х) 

е)( растет еще быстрее, как легко вычислить. Сте ­

пенная 4'ункция вроее g( х) ~ х' М2ноВенно отстает 
от нее. 

'" е" ",' 

О 1,0 О 

1 2,71\3'3 ... 1 

2 7,'399 ... 4 

'3 20,09'7 ... 9 

4 '74,60 ... 16 

'7 149,41 ... 27 

6 40'3,4'3 ... '36 

7 1096,6'3 ... 49 

9 2990,94 ... 64 

Если а такое "исло, "то е' ~ 2 (а '" 0,693, 
можете проверить на калькуляторе), то е" 

уgваивается кажgыu ра}, кыеа х увели"ивается 

300 на а, 

200 и, в "астности, 

100 

2 4 
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~. _; . ~:;б:;zо nоло.жuтельноzо числа r 
; . - ,~ .. ' h ( x) о е" является nоказа­
..... ,::. . ..:: -::.:. , (отому что 

-':'-":; r'Q <эзэ mельнэя (\Iунки,ия с основа-

- .. 2.. ',' е ' . (Об?атите внимание, что 

е ' > 1.) Она растет быстрее, чем 

ехр ( х) , если ( > 1, и меgленнее, 
"-Си r < 1. 

r больше 

у;;:. e r>: 

-( > 
- (~1 

«1 

Но в /lЮ(;ОМ 

ay'tae она 
растет! 

Если поместить e r
>: в знаменатель, 

получится <!'ункция 

f(x) ~ ~ ~ е - СХ 
е 

Ее значения уменьшаются с F'OCmOM Х - они 

Bcezga nоло.жumельны, но неумолимо cmF'e­

мятся к нулю. LjeM больше г, тем быстF'ее 
«умирает» <!,ункция. 

r---______ 

r меньше 

e-r
>: описывает ЯВ­

ления вРоее раеиоак­

m UBHOZO расnаеа -
коща СНИЖЕНИЕ 

wовня рэgиа~ии 

nроnор~ионэльно ко­

личеству оставше­

zося F'aguoaKmUBHOZO 
материала. '{то -то 

вроее начисления 

сложных n?ои,ентов, 

тольКо наобо?от. 

Be.'tHO УМUf'эе.m ) 

но так HUKozga 
u не YN\ye.m. 

у ;;:. e- r>: 

Как если Бы � банк кажgые 

nОЛ20gа забurзл У тебя 

половину geHez со суета .. . 

40 

Да , 

почти 

так! 



Тригонометрические 

функции 

и nоtлеgнuu BUq 9леменmаrных фУНku,uu 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ. или КРУГОВЫЕ. 

функции - синус, KOLUHYC, mэнzенс: и 

с:еканс. Они описывают процеаы, KomOrb1e 
nрои[хоgяm волнообра}но' туgэ-[юgа. 

вверх-внuз, Bpoqe nрUЛUEЮВ UЛU gвuженuя 
UZF'ушкu tio-tio. 

'7mu функции МОЖНО наGлюgаmь в кругах и nРЯМОУZОЛЬНЫХ треугольнuках . Вот окружность 

paguy[a 1. центр которои [OBnagaem [началом KoopgUHam. Точка Р о (Хр• Ур! в начальныu 
момент имеет kооrguнзmы (1, О) и нахоgumся на оси х. Она вращается по ОКFужносmu nроти!':! 
час:овоti стрелки. На графике BugeH nrЯМОУ20ЛЬНЫU треуzольник с гunотеНУЗ0U ОР. 

-1 

-1 

Угол е (грече<Кая буква «т9та»! межgу отре}ком ОР и о[ью Х и}меряется «есте[твен­
НЫм» обра}ом. а именно - ДЛИНОЙ ДУГИ. котоfYЮ прошла mочка Р. EgUHUubI Этоzo и}мере­
нuя на}ываются РАДИАНАМИ . Поскольку gлuна в[еи окружно[тu I'авна 2. п. точка Р nl'oxogum 
2. п paguaH. чтобы ОnU[Зть nОЛНЫu круг. Меньшuе углы вычuаяют[я nроnорцuонально. Прu 
gвижении по чашвоu [трелке угол отрицателен. Е[ли точка Р [gелала не<Колько кругов. }на­

чение угла больше 2. п. 

е + 2.п 

Почему буква -
zречеLкая? 
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в память о gревнеZf'еческuх 

Tb l что-то имеешь 

против? 



СИНУС и КОСИНУС уzлз е - это коорgинзты у и Х coomsemcmseHHo точки Р ~ (Хр ' ур) . 

ТАНГЕНС е - отношение ур/хр n1'и услоsии, что Хр '" о. 

t е _ 5in е 
9 - СО5 е 

Возможно, от gl'eSHUX 
zpeKOB вы знаете, что 
5in е . y/r, но зgесь 
r ~ 1. 

р 

е 

3нзчения синусз и косинусз колеблются межgу - 1 и 1, nоsтоl'ЯЯСЬ кзжgые 21Т I'зgизн. 
Тзнzенс nоsтОl'яется после кзжgых 1т рзgизн. Нз «нечетных nолоsинкзх» 1Т, ще Коси­

нус равен нулю, mанzеНlсmремumся к бесконечностu . 

-1Т 

/ -1Т!2 

у. СО5 Х 

Мы тзк.же sремя 

от Sl'eMeHU буgем 
nользоsзться q>YHK­
цией nое нззsзнием 

секанс - Это se­
личина,Обrэтнзя 

косинусу и Оn1'еее ­

ленная, коzgз 

СО5 е '" о. 

5ес е. 
СО5 е 

1т 

1Т!2 / 
у ~ 5in х 
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-1Т!2 1Т!2 

Пиq>а zоl' nоgаl'ил нам оено "рез ­
вычаuно полезное уравнение: 

5in2 е + СО52 е ~ 1, 

котОl'ое тзк.же можно ззnисзть 

s suge 

~ 5ec2e~t92e+ 1 , 
потому что 

sin2 е + СО52 е 
5ес 2 е. 

СО 5 2 е 



Преgtmавumь teGe tUHyt U "OtUHYC можно, 
например, так. Допустим, Р - это zруз, 
которыи крутят на веревке gлиноu 1 м. 

с то"ки зрения наGлюgателя Икс, lPУЗ 

сначала нахоgumся на уровне глаз> а nomOM 
то nоgнuмаеmся, то опускается . 9mom 
наGлюgаmем, Bugum зна'1енu я У, или синуса. 

Теперь tmановиmtя ясно, nО'1ему у tUHyta и 
косинуса оеинаковые гра,!,ики, за исклю"ени­

ем того, что они tмещены оmноtительно 

еруг еруга ПО zоризонтальноu оси на т · 

со> е ~ sin (е + ? 
Также, поскольку со> ( - е) ~ со> е , 

со> е ~ sin (,; - е) 

и 

sin е ~ со> ( ; - е) 

4> 

Два наGлюgателя смотрят на zруз, 

нахоgясь в nлоскоtmu его вращенuя. OgUH -
вgоль оси Х, gpyzou - вgоль оси у. 

НаGлюgательниt;а Иzрек виеит ТОЧНО 

ТАКОЕ ЖЕ gвижение то вверх, то вниз, 

тольКО gля нее груз в на'1альныtl момент 

нахоgиmся в самои верхней тО'1ке. Она 

Bugum KOtUHYC, 

И еще (я наgеюсь, "то вы это уже знае­
те из еругих исто"ников) существует 

множество еругих три20нометри"еских 

равенств: 

sin (А + 8) ~ sin А со> 8 + sin 8 со> А 

со> (А + 8) ~ со> А со> 8 - sin А sin 8 

sin' е ~ 

cos' е ~ 

1 - со> ze 
2 

1 + со> ze 
2 И ТАК ДАЛЕЕ! 



Еще овна ОСНОВОnOАаzающая ugея: 

Композиция функции 

Можно nоgКАючuть выхов oвHO~ <рункции на вхов 

g\'yzo~: HanpUMep, на с. 21 мы вивеАи q>ункцuю 

в Koтopo~ выхов oвHO~ <рункции, f( х) ~ х2 - 1, 
nоgают на вхов g\'yzo~, <рункции KBagpamHozo 
корня, g(u) ~ Ги. СначаАа ВЫЧUСАЯется ре3УАЬ­
тат <рункции х2 

- 1, а потом "3 Hezo "3ВАекает­
ся KBaвpaтHЫ~ KOf'eHb, иАи равикаА. f называется 
BHyтpeHHe~ <PYHKциe~, а 9 - внешне~. 

Пример 1. Пример 1. 

F(x) ~ tg2 х + tg х + 1 &(х) ~ е,2 

СначаАа наховим tg х, потом Внутренняя q>ункцuя: 

nоgстаВАЯем ezo в q>ункцuю 
и(х) ~ х 2 

g(y) ~ у2 + У + 1. 
Внутренняя q>ункцuя - 9то Внешняя q>ункцuя: 

f(x) ~ tg х, а внешняя - g. 
u(t) ~ е' 

Мы nuшем 

Нх) ~ g(f(x)) б(х) ~ v(u(x)) 

Что зgесь nроисховит? Выхов oвHO~ <рункции noвает­

ся на вхов gpyzo~. 4'ункцuя 9 «съевает» ре3УАьтат 
<рункции f. 
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д 9то раguкал 

совсем UHOZO 

poga. 

пример 3. 

J.l(x) ~ tg (х2 + Х + 1) 

Внутренняя q>ункцuя: 

g(x) ~ х2 + Х + 1 

Внешняя q>ункцuя: 

. f(e)~tge 

!нх) ~ f(g(x)) 

<1'у-у-у! 

Какая 

zэ ость! 

у сnокоl1ся, .. 
МЫ %е не про 

фунщuu орzанL.!3МЭ 

ZOBOpUM.,; ~ __ 

I'C'\') ~ 
,~~~ 

-,и 
g(f(x)) 



По сути, вслеg за сmрелко~ f В gело вмешиваеmся сml'елка 9' 

h : x~ f(x) ~ 9(НХ)) 

Функцию h называюm комnозщие~ 9 и f. 
~Hozga nишуm 9 о f. ~Me~тe В Bugy, чmо 
сначала вычисляеmся внуml'енняя функция. 

Ее сml'елка нахоgиmся слева. ТаК%е иMe~тe 

в Bugy, чmо nОl'яgок вычислений имеет знаЧ<> 
ние. В общем случае 9 о f", f о 9. Взяmь хоmя 

бы n1'UMel'"' 1 и 3 с nl'еgыgущеCi ст1'аницы: 

Н9(Х)) ~ t9 (х2 + х + 1) '" 

'" t92 х+ t9 х+ 1 ~ 9и(х)) 

Можно выст1'оить цепочку из нескольких функци~, почему бы и нет? 

Композиция тесно связана с 

дробными степенями. 
1 

Скомпоновав Нх) ~ х " с 9(У) ~ ym, 
МЫ получаем gl'обные cmeneHU Х' 

Сначала извлекаем КОl'ень П-й cmeneHU, а 
заmем возвоgим в m-ю cmeneHb, или наобо­
рот (в gaHHoM случае nОl'яgок вычисления не 
важен) . 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

4'5 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

.­
" 

... 



Еще оена важная иgея; 

Обратные функции 

Иноzgа комnози,<ия евух <рунщий 

еает о,ень ст?анный ?езультат. 

Она не gелает с a?ZYMeHmoM 
нuчеzо! 

Прнмер 

Что nЛОХОlО 

в НU'1еzонеgеланuu ?* 

v 

1 1 • 

Если f(x) ~ хТ и g(y) ~ у', то ЫХ) ~ g(f(x)) = (хТ)' ~ х 

Поgставив Х в 9 о f, МЫ снова получаем х. h возвоеит кубический корень в куб, так что 
комnози,<ия этих евух <рунщий не gелает ничеzо' 9 как бы отменяет ееuствие f. 

Столько т?уеа, 

а толку? 

Иными словами, f(x) - это число, куб KOmO?OZO ?Эвен х. Мы чэсто ищем ответ на такие 
заgа,и, например; 

чutло, квэg?эm которого равен 4 
число, синус которого равен +Г2 
число J экспонента которого равна 2 } 

U/ltJ то же ~ luм!!о"uчеt.:коt;; 
заnuсu - ",экое ЧUl"О Х, е 
U/lU t :>!вляеmся решением 

wэвнения: 
[ 

х ' ~ 4 

sin 8. +12 
е' ~ 2 

• 3еесь авто? вы?ажает блаzоgа?ность китайскому <рилосо<ру '1жуан-,<зы! 
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Но тут возникает оена СЛОЖНОСтЬ. К несчааnью, МЫ не можем искать число, кваерат Кото­

рого равен 4, поскольку таких чисел ева' 2 и -2. 

Оnреgелись 

нэконе,,! 

-
С синусом gело обстоит еще 

хуже . Угол 1Т/4 являеmся ре­

шением уравнения 

. 1 гz ЯN 8, - 2 
2 ' 

но кроме не20 ?ешениями ЯВ­

ляюmся 31Т/4, -71Т/4, 91Т/4, 

111Т/4 и множесmВо gругчх 

углов. 

• 1т 1 гz ЯN ( - ± 21ТnJ , - 2 
42' 

sin ( 31Т ± 21ТnJ , _1_ . Г-:2 4 2 YL., 

n , О , 1, 2, 3 ... 

n ' О, 1, 2, 3 ... 

Иными словами, у ,тих <l'унк"иО НЕСКОЛЬКО СТРЕЛОК указывают в оену и ту же точку. 

То есть оено и то же значение <l'унк"ии можно получить "ри многих разных значениях 
аргумента. 

31Т/4 

1Т/4 

-71Т/4 

f(x), х' q( e ) , sin е 
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_1 гz 
2 

о 

-1 

7то ужасно l'азgl'эжает ! 



НО не Все 4'унщии таковы I 

Фунщия называется В3АИМНО­
ОДНО3НА ЧНОЙ, если все стрелки 
указывают в разные места. 

В СUМВОЛU'1еСkоd записи Это 

можно выразuть так: если 

а", Ь, то f(a) '" f(b). 
в кажgое значение f nоnаеает 
ТОЛЬКО ОДНА СТРЕЛКА. 

я никоща 

не 

nовmоf'ЯЮСЪ! __ ----i~~. f( а) 
а • 

ь • _____ ""-
~. f(b) 

Если f - взаимно-оgнозначная 4'унщия, то можно поставить ей В соответствие gруzую 
4'унщию, f-', или 4'унщию, О&РАТНУЮ f, которая оgнозначным обраЗ0М неL1трализует 
еействие 4'унщии f, МЕНЯЯ НАПРАВЛЕНИЕ ЕЕ СТРЕЛОК НА ПРОТИВОПОЛОЖНОЕ. Областью 
оnреgеления 4'унщии f -, является множество всех значе.ниL1 4'унщии f. J:v.я любоzо числа f( х) 
из области оnреgеления f -' значение f- ' равно' 

у тебя 

каК-то все 

наоборот, 

а? 

.. _---. f(a) а .~ ... 

b " ~"" ___ _ 
-. f(b) 

Поскольку f-' меняет направление стрелок f на противоположное, очевиgно, что f таким 
же образом меняет направление стрелок f - 1 • '7то соотношение взаимно! 

Слеgовательно, 

Ь!Je 4'унщии являются обратными еруе 

gля еруеа! Поряgок не имеет значения! 

ТЭК ли, этак 

ли, Mbl ни '1 его 

не qоGьем[я! 

4(! 

~ 
х ~ f -'(y) ::.-------

у ~ f(x) 

• • 



Какие <!,унщии ЯВляются взаимно-оgнозначными? ~ целе~ 

eaHHO~ KHUZu можно сказать, что ,то <!,ункции, которые 

ТОЛЬКО растут ИЛИ ТОЛЬКО 

убывают. 

Назовем <!,унщию ВО3РДСТАЮЩЕЙ ИЛИ СТРОГО возрд­
СТАЮЩЕЙ , коща значения f ( х) увеличиваются при уве ­
личении Х, то есть gля люGых евух точек а и Ь в оGласти 
оnреgеления f , 

если а < Ь, то На) < НЫ. 

Назовем f СТРОГО У&ЫВДЮЩЕЙ, если gля люGых а < Ь f ( а) > f( Ы' . 
Из -за , mozo неравенства ВСЕ ВО3РДСТДЮЩИЕ И ВСЕ У&ЫВДЮЩИЕ 
4'УНК~И ЯВЛЯЮТСЯ В3дИМНО-ОДНО3НдЧНЫМИ . 

ОБЬем cq>epbI -
9то Возрэстающая 

q> ункция раеиуса. 

Гра<!,ик возрастающе~ фунщии иеет вверх при gвижении по оси Х слева направо. График 

уGывающе~ функции иеет вниз. 

УGывающая 

Возрастающая 

Если ZOBOpumb о стрелках, то стрелки возрастающеа функции никоща не пересекаются, 
потому что значения f(x) маршируют по nрямоа вверх . Д у уGывающеа функции ВСЕ стрелки 

пересекают gPVZ gpvza ! 

• >< 
ВОЗl'астающая УGывающая 

~ IAMeClme s BU9Y, чmо <vунщuя f является ВD3f'эсmэющеQ mОZ9Э, LI только mozgэ. коzgэ - f является уGы �эющеl1.. 
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Поскольку люБая 4'ункu,ия, если она возрастающая или убывающая, является 

взаимно-оgнозначным соответствием, у нее есть обратная 4'ункu,и я' 

Маленькии пример 

f( Х) ~ х' - возрастающая 4'ункu,ия. 

Обратная e~ 4'ункu,ия -
у::: х" • 

Сmrелкu оGF'эmноu 

4'унщии ugym от у К Х' 

Обобщая, можно сказать, что 

q( Х) ~ Х " - возрастающая 4'ункu,ия 
gля любого нечеmноzо целого N, 

а оБратноu gля нее буgет 4'ункu,ия 

• , 
x~yT 

Большои важныи пример: натуральныи логарифм, 
функция, обратная к экспоненте 

Показательная 4'ункu,ия ьхр( Х) ~ е Х является 
возрастающеU. 

Доказательство' если а < Ь, то 

ь 

~ ~ e (b - " ) > 1, потому что (Ь - а) > О, то есть 
е' 

Обратная ей 4'унщия называется НАТУРАЛЬНЫМ ЛОГАРИ4'МОМ 
и обозначается /п. 

Область оnреgеления 4'унщии /п - (О, 00), или МНОЖЕСТВО ВСЕ:х 
ПОЛО.жJ..tТЕ:льных 'iИСЕ:Л, поскольку е Х принимает значения 

uз множесm!3з всех и,елы�x чисел, больших нуля·, и 

и /п(е ') ~ Х 

у • 

• Прошу прощения, но в Moe~ Книее вам nриgется принять это на веру! 

'70 

• 
/п у 



Как вы помните, 9ксnонента вееет 

себя слеgующим образом: 

(е") (е') > е"" (е")У> еХУ 

Отсюgа можно вывести знамени­

тые формулы лоzарифмов - они были 

незаменимы gля работы с больши­

ми числами, Kozga еще не появились 
механические и 9лект~юнные вычис­

лительные машины и все gелалось 

вру,ную. 

ln(xy) > lnx + lny 

ln хР > plnx 

В ,астности, коща р > -1, 

ln+ > lnx ' > -lnx 

Lfmo?! 
Вручную?! 

Поищи В интернете СЛОВО 

«лоzарu<:рм», и тог9а 

узнаешь, о чем я ... 

ЛоzарифМЫ позволяют выражзть еругие 

nоказательные функции через «ту самую» 9КС­

nоненту с основанием е. Взять, к примеру, 2 " . 
Калькулятор еаст вам приближенное значение 

ln 2: 

ln 2 "0'69'3 ... ·' отсюgа 

3амените 2 на ЛЮ&О!:: число а > 1, и nока­
зательную функцию А( х»а Х можно выразить 
аналоzично: 

аХ ~ е", ще r '" lna 

Вывое: ЛЮ&УЮ ПОКА3А ­

П:ЛЬНУЮ 4'УНКUf1Ю 
МОЖНО вырдзить В виДl:: 

еГХ, zge r - HekOmO?Oe 

число . 

• Лоzично, что ln 2 больше О и меньше 1 - вееь 2 больше 1 (~eO) и меньше е (~e ' ). 
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Рисуем графики обратных функции 

lЛы виgели, как выzляgят об­

ратные ,\,унщии В терминах 

стрелок: f ·' просто F3звора­
чu~аеm 6се стрелки в обрат­

Hyю сторону. Д как ?то Gygem 
выzляgеmь на плосКости 

KoopgUHam? 

Просто 

взять и 

nовеун уть. ,. 
и .. , 7." 2М." 

На гра,\,ике У ~ f(x) npougume по стрелке от то,ки Х go f(x) ~ у. ОGraтная ,\,унщия f -I 

развернула ?ту стрелку в оGратную сторону, так что f · ' (у) ~ х. 

у ~ f(x) 

Ltmo случuтся, если 
поменять местами 

Хи у? 

/ 

.Наgеюсь, 

хаос не 

воцарится" . 

у 

x~f- I(y) 

'72 

1Аными словамu, еLЛU мЫ щ::­

пользуем вертикальную ось у 

gля неЗЭl3uсuмоtJ nepeMeHHoti, 
гра,\,ик х ~ f -' (у) ИД~НТИЧ~Н 
гра,\,ику У ~ f( Х)' 

к сожзлению, независимую nе ­

ременную принято размещать 

на ГОРИ30НТдЛЬНОЙ ощ 
а не на верmUkЭЛЬНОU. Нам 

нужен гра,\,ик У ~ f· I (Х), 
а не Х ~ f - '(y). 



(;сли то"ка (а, ь) нахоgится на z\,афике У ~ f( х), тоща то"ка (Ь , а) буgет нахоgиться 
на z\,афике У ~ f -'(x). То"ка (а, ь) является 3(;РКАЛЬИЫМ ОТО&РджЕНИЕМ то"ки ( Ь , а) 

относительно n\,ямо~ У ~ х, nО9тому z\,афик функции У ~ f -' (x) является 3(;РКАЛЬИЫМ 
ОТО&РджЕНИЕМ z\,афика функции у ~ f ( х) относительно n\,ямо~ У ~ х. 

у 
у ~ f(x) 

(а, ь) 
• 

у ~ х ' 

(О, 1) 

Вот ева "\,име\,а, выше вы виеите z\,a­
фик у ~ х' и ОG\'атную ему функцию, 
куби,ески~ КО\,ень. Сn\,ава - о,ень важ­

ная функция, натYl'альны~ лоzа\,ифм, 

и eZo зе\,кальны~ eBO~HиK, 9ксnонента. 

Ну что ж, !3се не тЗк 9то смотря кто 

страшно .. , смоmрumс:я 

В зеркало' 

у ~ /nх 

7? 



д мОЖНО ли обратить 4'ункu,ию, которая не является взэuмно -оgнозначноu? Такую, которая 

то возрастает , то убывает? Е"САU в точку у вхоgят неСКОАьКО стреАОК, какую из них мЫ буgем 

обращать ? Ответ: выберите ту, которая вам Gольше нравится, а на остальные не обращаuте 

внимания! 

Систематическиu nogxog - обращэть только 

стрелки, относящиеся К ИНТЕРВАЛу , НА КО-

ТОРОМ 4'ункu,иЯ ЯВЛЯЕТСЯ В3АИМНО-ОДНО-
3НАЧНОЙ . Например, f(x) ~ х2 ЯВляется cmpozo 
возрастающеu (и, слеgовательно, b}aumho-оgно-

}начнои) на интервале [0,00). 06\'ащая тольКО 
стрелки, которые выхоgят и} , mozo интервала , 

получаем обратную 4'ункцию 

f " (X) ~ УХ , 
которая Bcezga gaem НЕОТРИtJ,дТЕЛЬНЫЙ КВЦ-
РАТНЫЙ КОРЕНЬ. Тоща gля всех х 2> О получаем 

f(f - ' (х)) ~ х 

f"(f (x)) ~ х (отрицательные хне ра}решены!) 

"то работает gля любои 

4'ункции f' ОГРАНИЧИМ ЕЕ 
ОБЛАСТЬ 011РЕДЕЛЕНИЯ 
интервалом, zge f 
cmpozo во}растает 
(или убывает ), и на ,том 

интервале у f буgет 
обратная 4'ункция . 

'>4 

, 
~'< 

Я знаю, какая 

мне нравится! 

I 
",'" >f 

р 
.$" 

"~ '" ~o 
~ 

'< ~ 
Твои выбор ! 

x~ гу 

ИЗВLlНU, 

еСЛLl КРОЛLlка 

< нет, то мне 

Bte равно. 



Втором большом важным пример: 
обратные тригонометрические функции 

Синус и косинус колеблются: вверх-вни}, вверх-вни} ... 110 на коротком интервале они стро ­

zo во}рстают! &ygeM рассматривать синус, поскольку косинус Begem себя точно так же. 
Можно вuееmь, что tpУНku,uя синуса возрастает на uнmеРl3эле [ -Т , т ], а ее значения 
на этом интервале растут от -1 go 1. 

у ~ sinx у 

Если 02рзнuо;umься Этим интервалом, то у синуса 

буgет об?атная 4'унщuя. Она на}ывается арксинус и 

оnреgелена на области [-1, 1]. Арксинус ""инимает 
значения uз интервала [ - ! ' у ]. 

Какая 

маленькая 

область." 

у ~ sin х -

у ~ arcsin х 

Почему Эта 4'унщия на}ы �аетсяя АРКсинус? Потому что ее }начение - это gлина gyzu, 
соответствующе~ уzлу с таким синусом. А gyza похожа на а"ку I 

если sin е ~ у, то е ~ arcsin у 

е - уzол, синус Komo"ozo рвен у. Если и}ме"ить 
этот угО/l в F'эguанах, получится gлuна соотвеm­

ствующе~ gyzu на еgинично~ окружности 
(см. с. 41). TaKO~ синус буgет у MHOZUX уzлов, 
но е - egUHcmBeHHbI~ У20Л межgу - тr /2 и тr /2, 
тaKO~, что sin е ~ у. 
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у ~ sin е 
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Послеgняя '1'ункция, которую мы рэамотрим в 9тo~ 2лаве, - ОG\'атная к таН2енсу, 

f (x,) ~ tg х. Она называется АРКТАНГЕНС (по тo~ же nри"ине, по KaKO~ '1'ункция, обратная 

синусу, называется арксинус) и записывается arctg х. 

~ __ ... Z~~ у/х ~ tg е 
е ~ arctg z 

Первым gелом нужно выбрать "асть об­

ласти оnреgеления таН2енса, на Koтopo~ 

'1'ункция возрастает. Нам nogo~gem 

oткrыты~ интервал ( - Т, т) ' 

3 нзченuя m3HzeHca - Это все geucmBumeAbНbIe числа, то etmb «интервал» (- (Х). 00). 
Слеgовательно , областью оnреgеления apKmaHzeHca буgет тот же интервал ( - СХ>, СХ». 

'1'ункция оnреgелена на Bce~ оси х, но ее зна"ения Bcezga буgут леЖЭть межgу - тr /2 
и тr/2. 

у 

I 
у ~ arctg х ,,-

/-
-------

2 

х 

,,-
- 2 

,,-
-2 ,,-

т 

% 



?se>::::o .(Оhuаеrrб наш 0630'( Э/lе;.\енmзрных CPYHKци~! Мы n03HaKOMU/lUCb со стеnенными фуНК­
., .. ,'= ;.\u ( 91'15, rюложumе/lьны �,' оmF'uцаmельны �x U gr06HDIX cтeneHe.~), эксnоненmо~ и обратно~ 
,," <!,унщu еu - нат yrальным лоzаr"<!,мом, тruzонометruче[кuмu <!,УНЩUЯМU U oGramHOIMu ом. 
На [амом gеле <!, унщu" не так MHOZO" . 

Вес ьм3 комn:акт ­

HblCi и уnрзвляе ­

Mi>lU зверинец! 

'1Ci , 6Ь! g6oe, а ну-ка 

nrекрзmumе! 

Но, конечно, Jlmu 6ЗЗ0вые UHzregueHmDI можно склаgываmь, умножаmь , gелumь U состаВлять 
"З них КОМnОЗUЦUU, U в результате может nолучuть[я gаже такое чуgовuще: 

, , 
f(x.) == ",C05 ' [l1 + ,,;)' ('5" - 5in(/n(c05 ,,))) Т ] 

и gля чеzo оно, 
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Задачи 

Укажuте область оnреgеле­

ния слеgующих <l'унк"ии' 

3 1. Q( t ) ~ t 
1 - 2 

у2Ь - 1 
:2.. f ( ь) ~ (Ь _ 4) (Ь + 9) 

1 
3. м(х) ~ I I 

1 - х 

7. Т(u) ~ (1 _ е 2") - I/2 

в. f ( x ) ~ 111 ( 1 + х2) 

9. /.(х) ~ 111(/11 х) 

Дэн zpa<l'UK <l'унк"ии у ~ f ( Х), точка с на оси 

Х и точка d на оси у. 

10. Нарисуите zpa<l'UKU 
слеgующих <l'унщиu ' 

Э. g(x) ~ f ( x - с) 

б. h ( x ) ~ f (x) + d 

s. u (х) ~ 2f(x) 

z. т(х) ~ f(2x) 

'з' v(x) ~ -f(x) 

е. т(х) ~ Н-Х) 

11. Вот несколько сложных <l'унщиu (комnози"иU). Onpege ­
лите внешнюю и внутреннюю функции и перепишите ка-*,­

gую из 'Занных <l'унщиu в Buge u( v ( x )) или u( v ( w ( x ))), 
если необхоgимо . 

Э. h(x) ~ 2 '0'" 

б. h(x) ~VII1(x 2 - 1) 

s. h(x) ~ 4е 'Х + е2х + 6е Х + 99 

1:2.. Г1 0кажuте, что gля кажgоzо числа С мноzoчлен Р(х) ~ Ьо + Ь, х + Ь2 х2 + ... + Ь, х' 
МОЖНО также записать в Buge Р(х) ~ ао + а,(х - с) + а2 (х - е)2 + ... + а,(х - с)', 
zge ао ~ Р(е) . Г10кажuте, что а, ;С О, если Ь., ;С О. 

13. Оnреgелим <l'унщию f на открытом 
интервале (- 1, 1) слеgующим образом' 

f(X) ~(x+1)2 gля -1 < х S о 

f ( х) ~ х2 - 1 gля О < х < 1 

Э. Является ли f возрастающеu на 
Всеu евоеи области оnреgеленuя? 

б. Является ли f взаимно-оgно­
знэчноu? 

S. Нарисуите zpa<l'UK f и обрэтноu 
еи f -' . 

14. Г1 0кажuте, что 

aretg х ~ areeos 

~ aresil1 х 
..f1+X2 

(Г10gсказка, нарисуите треуzольник .) 

1<;. ~сли сеzоgня у вас есть Ао gолларов и на 9ту 
сумму нэчисляются сложные nроu,енты таКим 06-
разом, что через t лет у вас буgет A(t) ~ Аоес' 

gолларов, сколько времени нужно, чтобы ваша 

nервоначальная сумма уgвоилась? (Считаuте r 
константои .) 

t;f! 



Глава I 

пределы 
БОIIЫiJuе ugeu о МЭllенькuх 8ещэх 

В nреgыgущих zлавах мы zоворили 

о <l'унк"иях, которые «сиgели 

смирно», так сказать. 

Взяв точку Х, мы слеgовали 

по стрелке В ТО'1КУ f( х). 

а 

f ( a ) 

Рассмотрим НОВУЮ ИДЕЮ математическоzо анализа' нам понятно, что gелает <l'унщия В 

точке а, но как она выzляgит, если nоеоuти О'1ЕНЬ, О'1ЕНЬ &ЛИ3КО к точке а? Мы можем 

заинтересоваться Этими значениями в близлежащих точках Х, gаже если f в точКе а вообще 
не оnреgелена! 

НО ззчем? 

а + 0,000001 Просто LiHm e -

,-----,рс;е'1С""'О '","-./ 

а 

а - 0,000001 
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3ачем? П?UЧUНЫ 

ухоgят ко?нямu 

В n?ошлое, к Нью­

тону и Лейбнuцу u 
их nоняmuю скоро­

сти по nе?емеще­

нuю (см. с. 13-14). 

я чрезвычайно ?ag 

Как вы nомните, Ньютон u ЛеЙБНиц ?ааужgалu слеgующuм оG?ЭЗ0М' еслu s(t) - nоложенuе 
В момент в?емени t и а - некото?ый момент в?емени, то n?и n?иGлижении t к а ско?ость 
по ",,?емещению в момент а буеет очень Gлизка К «?азностному отношенuю» {/( t ), 

(/( t ) ~ s(t) - s(a) 
t-a 

{/ - это <1'ункция от t, кото?ая не 
оn?еgелена в момент t ~ а, 
но оn?еgелена, коща t ПРИ&ЛИЖД- а 
ЕТСЯ к а. По мере mozo как t ста­
НОВится все ближе к а, мы оЖ"Ugа-

ем, что (/(t) буgет станоВuться 
все Gлuже к MZHOBeHHOIA скорости 
в точке а . Mb l запишем 9то так: 

v( а) ~ lim [)( t) 
<-, 

От gеленuя ноля НЗ НОЛЬ 

У меня Вlezgэ tmрашнзя 

uзжоzз ... 

и(а) 

&уеем ZOBO?umb, что и(а) является ПРЕДЕЛОМ {/( t ) , Kozga t ст?емится ка. 

ПUНОК gлился ЛI.JШЬ 

миМLltекунgы, на его 

мzновенная CiCopocmb Gы�ээ 
onpegeflel-Ho велика! 
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Рассмотрим наклонную плоскость, yzол кото~юtA к ZОРUЗ0нталu состаВляет чуть более 

11,77 ераеуса . По He~ gвижется машина (бе} т\,ения), которая трогается с места 
при , ~ о и gвижется согласно <!,ормуле 

5( t ) ~ t ' метров 

(Если вас волнует \,а}ме\,ность, 
, (t) ~ 1 м/с ' . (t с)' ~ t ' м. 

1 м/с' - ,то уско\,ение .) 

Tozga по ме\,е n\,иGлижения t t - 3 t' - 9 {>( t J 
в?емени К точке а 

t ' 2 
2,9 -0,1 - 0,59 5 ,9 

[?(t) ~ - а 
t-a 2 ,99 - 0,01 - 0 ,0599 <; ,99 

П\,еgnоло.жuм, что а ~ 3 секу"gэм. 2 ,999 -0,001 - 0 ,005999 5,999 

Посмот\,им, что npoucxogum с 
[?(t), Kozga t Gли}ится к а, 

{~} ) 
3,001 0 ,001 0,006001 6,001 

3.01 0,01 0,0601 6,01 

3,1 0,1 0,61 6,1 

[?(t) , суgя по всему , стремится к 6, коща t~3, 

3,01 
_--------.. 6,01 

= ~ Кстати, а кто 

~ 
6 }а рулем? 

3 , .. 

2,99 
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Все еще не ~erUWb? Я ~ынужgен еще силь­

нее nrиGлизить {/( t ) к 6 - скажем, так, 
чтоGы rазница не nrе~ыwала 0,000001. 
Иными словамu , ты требуешь. чтобы 

I {/( t) - 61 < 0 ,000001 

Хочу заметить , что rаз h не ra~HO нулю 
и Ihl < 0,000001 , из 9тоео слеgует, 
что, nоаольку {/( t ) ~ 6 + h, 

I{/ ( t) - 61 ~ Ihl < 0,000001 

и я CHo~a nruнимаю т~o~ ~Ы30~! Пока h 
не ra~HO нулю и 

Ihl < 0 ,000000001, 

то, КЭК u выше, 

I( {/( t )) - 61 ~ Ihl < 0,000000001 

или , если тебе тЭК Gолt.wе нравится , 

я nrинимаю т~o~ ~Ы30~ / Сначала nerenuwy 
~ыrажение, nrиня~, что h ~ t - " 
или t ~ " + h. Тоееа 

{/( t ) ~ (" + h)' - ,, ' ~ 6h + h' ~ 
O+ h) -" h 

~ 6 + h, коееа h ", О. Хм!И 

npa~ea" . 

Но ты ужасно упряма ... и опять толкаешь меня 
на РUСКОВЭННЫCl шаz: теперь ты )(O'ieWb. '1тоGы 
D( t ) отлuчэлась от 6 не более чем 
на 0.000000001/ 

( 
ЬfJ у меня таких 

е-у
т ~.~ ""\ мимион Gygem / 

,~ 

~ 
~ 
\') 
J~ 

Ты хочешь еще сильнее nрuблuзumь значе ­

ние k nреgелу, НО вряg ли тебе хачеmlЯ 

6etb еень стоять тут u tкэрмлusаmь мне 
бесконечно мзлые '1uсла ... 

~, у меня нэu ­

gymся занятия и 

nоuнтере.снее ... 

7,9999999999 < {/(t) < 6.0000000001 
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Поэтому ты gаешь мне заgачу В О&ЩЕМ ВИ#: «Если я еам теБе ЛЮ&ОЕ малое число -
назовем ezo zреческои Буквои Е; (эnсилон), - можешь ли ты уменьшить h ео таКои степени , 
чтоБы C?(t) отличалось от 6 не Больше чем на Е;?»' 

~ 6 + Е; Дэ ... 

~ ,]9 I ПО/l,У'1umся 
6 у mеGя? 

J'~ 6- Е; 

? о 

Леzко' Я знаю, что C?(t) - 6 + h, Kozga h'" О, поэтому я отвечу на тВои вызов словами: 
«П усть 1 hl < Е;». 

'~ 
Теперь ты gовольна? Я показал, 

что С?( t) может лишь на волосок 
отличаться от 6, "ЭК бы ни был 
тонок Этот волосок! 

, "то т"аеиционное оБозначение ... 
уж извините ! 

ЕСЛИ 

7.~' ~> ТОГДА 
'f / 

I 

It- з 1 - Ihl < Е; , 

1C?(t) - 6 1 -

- 1(6 + h) - 61 -

'" Ihl < Е;, 

~ и я выполнил твою заgачу. 

9 ... может, 
не Буgем про 

волосы? 



Я gумаю, теперь вы уже убеgились , "то <!>УНКL\ия gе~ствительно может стремиться К оnре ­

gеленному nреgелу при x~a, gаже если в само" тО",<е а она не оnреgелена. "то записыва­

ется так, lim f (X); L. и озна"ает, "то Гl'АСРИК у; f(x) СТРЕМИТСЯ К ТО'1КЕ (а, /..). 
< - о 

По gopoze он может вилять туgа-сюgа, но в KOHL\e 
KOHL\OB все же nрихоеит К (а, L.) - в том смысле, 
"то nоnаеает в любую сколь YZOgHO малую окруж­
ность с L\eHmpoM в ( а, L.) и остается там. 

С nреgелами особенно леzко работать, Kozga f - оена из уже рассмотренных ;lЛЕМЕНТАРНЫХ 

СРУНКU}1Й' степенных, mpuzoHOMempu"ecKUX , nоказательных или обратных им. Если такая 
<!>унщия оnреgелена в то"ке а, то zрафик иеет туеа, куеа и gолжен иети, а именно 

lim f( х) " f( а) 

Например, 

lim _1 ;_1 
<-., х 9 

limco5 е; о 
G~ -:r12. 

LfmoGbI H8umu nреgел в тО'1ке 
а, ну;::кно просто 60ткнуть 

а в <рУНКЦUЮ! 

I ,\ ; 



Почти BLe, что вам нужно знать о 
nреgелах вgобавок К уже изложенному, 

Bxogum в список 

ОСНОВНЫХ ФАКТОВ 

О ПРЕДЕЛАХ. Пусть С -
константа, а f и g - еэве <1'ункции, оnрееэе­

ленны�e в оК?естности а*, так что 

lim f(x) ~ 1- и lim g(x) ~ М, 
х -. " x-~ 

тоща 

I а. Ь;>я любоzo а: lim С ~ С 
, - , 

В. lim(f(x) + О ~ limf(x) + С 

2. 

3. 

4. 

lim(f(x) + g(x)) ~ 1- + М 
"- , 
lim(f(x) g(x)) ~ I-M 
х . а ' 

если 1- '" О, mozga lim _1_ ~ + 
,-, f( х) 1-

Короче zоворя, можно вычислять nреgел nроuзвеgениu, сумм и КО9<1'<1'ициентов по отgельно­

сти gля кажgоzо члена в составе мноzочлена (только Ge?ezumeCb, чтобы знаменатель 

не оказался нулем!), а константы просто выносятся за знак nреgела. 

9то так 

уnrощаеm жuзнь! 
Пример 

Ь;>я любоzо а '" О 

• & уеэем ZOBOPUmb , что <1'ункция оnреgелена в окрестности а, если она оnреgелена на откры­
том интервале, соgержащем а, за исключснием, возможно, caMO~ точки а. 
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Ну вооGще-то о nrеgелах 

стоит знать КОЕ -что ЕЩЕ .. . 

Ну лзgно, 

лзgна, ~ l леZkЭ 

npeybe,"l) '-tU Л .. 
,----,.« 

А;.я начала еаеим cmrozoe оnrеgеление nrеgела! ЧтоGы 
понять ezo, nocMomrUM, что nroucxogum на с. 62 и 63 с 
<1'унщие~ C?(t) в оК\'естностях точКи t ~ 3. 

ТЫ можешь сgеllэmь ток, чтобы она 

om"u'-tЭЛЭСЬ не больше '-Iем на О,ООО1? 

Соgеrжание бесееы в оGщих чеrтах' ты Grосила мне ВЫЗ0В, nrиказав nrUBecmu C?(t) в К\'охот­
HЫ~ интеrвал I в оК\'естности 1.- nриGлижением t к а. «Раеиус» (половину gлины) ,mozo 
интеrвала мь' назвали Е:, ,nсилон. Ты nотrеGовала, чтоGы я сgелал 1.- - Е: < C?(t) < 1.- + Е:. 

а 

я nrинял ВЫЗ0В и нашел интеrвал J ВОК\'У" 
а, mзкоt1 J что S нем !Зыnолняется: 

если t нахоgится в J, то С?( t) nоnэgает в I. 
I 

1.-

I 
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1.- + Е: 

1.- - Е: 

Тоща ты соzласилэсь, что nrеgел 

gе~ствительно raBeH 1.-. 



;/то тоже можно 6ырэзить формулоCi . &ygeM иСnOЛЬЗ06эть f 6место 17 gля Обознэчения 
функции и Х 6место t gля nеременной. Я нарисую ZРЭфик, чтобы 6Ы моzли рассмэтри6ать 
nрou,есс g6умя разными способами. Смысл OgUH и тот же, отличэется только изложение. 

Просто 

зэмечаmеАЬНО! 

T i>1 хочешь, 

чmоGы� я nрuзналэ 

C50€. поражение 

g6экgы? 

Итак ' ты бросила мне 6ЫЗ06, nреgлэzая gля 

любоzo <; > о сgелать так, чтобы 
If (x) - !-I < <;, то есть nри6ести zрэфик 
фунщии 60т 6 9ту полосу 60К\'У' !-' 

а 

Если я CMOZY от6етить на т60Й <;-6Ы­

З06 таким 8, что при нем nослеgнее 
«еLЛU ... то ... » выnолняеmlЯ, mоzgэ 
ты, конечно, соzлэсuшься, что 

lim f( х) ~ !-. 

Ты не 

зэGо,.-.елэ? 
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Н у, ?то ... 7 ... 

gля них .. . 

я в ответ на это нашел nаЛD;:.КUmельное 

число 8 (рэgиус uнтеР6ЭЛЭ J'!, облэgэю ­
щее слеgующим С60йст60М' 

если Ix - al < 8. то If(x) - !-I < <; . 

Разумеется! 

Я решила 

m?акmовэmь эmо 

как noGegy! 



Таким образом, et mb ева 
сnошба еать срормальное 

определение предела: Пуtть f - срунк~ия , 
оnрegеленная в oкpecmHotmu точКи а (хотя и не обязательно в са ­

мои точке а) . Тоща сказать , что l.ЯВЛЯНСЯ ПРЕДЕЛОМ f, КОГА,А 
х СТРЕМИТСЯ К а, можно вот так, 

АЛГЕ&РАИЧЕСКИЙ СПОСО& 

для любого Е > О существует число 
Б > О такое, что если Ix - аl < Б, 
то If (x) - ~I < Е. 

а - Б а+ Б 

l.. + Е 
l.. 

l.. - Е 

о 

а 

Мне Gольше нравится интервальная кэр­

mUHka) но во всех У'iеGнuкэх nрuвоgumся 
именно алге6\>аическая версия оnреgеле­

ния . Ее как мантру тверgят поколения 

стуеентов, изучающих математику, 

u в кони,е KOHu,OB она либо вnе'iэmываеrnся 

в мозг, либо .. . как бы ,тО сказать ... 
не впечатывается. 

ИНТЕРВАЛЬНЫЙ СПОСО& 

Для кажgого открытого интервала I 
вокруг l.. существует открытыи интер­
вал J вокруг а, такои, что если Х нахо­
gится в J , то f ( х) нахоgится в I. 

I 
а 

I .т 

< 

Н а uнтервале :r 'i'унщuя 
f ( x) «nоCiмЭнэ» или 
«заперта» в Т. 

I .. ~~ 
l.. jl -

~ кэ%gоzо 

'7 ntuлоооооммммммм ... 



Чтобы yBugemb, как работа ­

eт Это onpegeAeHue, gaBau ­
те gокажем некоторые ОС ­

HoBHыe nОАожения о npegeAax 

со со 67. 

Ну-ка 

посмо­

три! 

ь.;..я кажgоzо эnсиАОН 

существует geAbma ... 
ь.;..я кажgоzо эnсиАОН 

существует geAbma ... ь.;..я 
кэжgоzо эnсuлон существует 

geAbma ... ь.;..я кажgоzо ... 

Факт 16 о пределах. ЕСАи lim f (x) ~ /..., то lim и(х) ~ С/... , zge С - константа. 
1<_<1 1<_" 

ь,ОКМАТЕЛЬСТВО . Дано , Е: > О (,ти 
gоказатеАьства ВСЕГДА так начинают ­

ся). Мы наgеемся наити чисАС 6 > О , 

такое, что если Ix - al <: 6 , то 
ICf (x) - С LI < Е:. Мы замечаем, что 

ICf(x) - CLI ~ ICll f (x) - LI, 

nо?тому еtлu 

If(x) - LI < I~I' 

мЫ получаем то, что нужно. НО можем 

Аи мы заnереть f( х) в Этом интерваАе 
E:/ICI? Ответ' конечно, можем! 
По оnреgеАению npegeAa, мы можем 
зэzнать f(x) в Аюбои маАЫ" интерваА, 
иСnОАЬ3УЯ некое чиСАО 6 ... ;/ то КАЮЧ 

ко всему nонятию npegeAa! 

------

Поэтому gaBaume возьмем 6 такое, что 

еСАи Ix - al < 6, mozga If(x) - LI < ~ 
ICI 

в этом случае есАи 1 х - al < 6, то 

ICf(x) - CLI ~ ICll f(x) - LI 

CAegOBameAbHO, С f ( х) заnерта в окрестно­
сти С/... paguyca Е:, u наше gоказатеАЬство 
завершено. 

( TagaaM!!! 



.докажем еще несколько nоложениlJ о nреgелах, опираясь на еле ­

gующую nреgварительную теорему, или лемму, как называют 

это математики, 

Лемма 1. Преgnоложuм, что lim f(x) ~ lim g(x) ~ L. 
Х_ <1 X~ <1 

Если I - люGоu открытыи интер"ал "окруе ,-, то существует 
ЕДИНЫЙ открытыи интервал .1 вокру, а, такои, что на нем 
О&Е 4>унщии f( х) и g( х) заnерты в I. 

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. По оnреgелению, существует открытыи 

интервал.1f вокру' а, gля котороео f( х) заnерта в I, и 
еще оеин ("озможно, отличающиuся от nер"оео) открытыи 

интервал .1, вокру, а, gля котороео g(x) заnерта в I. 

1 

д '-tmo gелаюm 
с леммами? 

вы �uмзюmm 

из них 

.1, 1 

Jf .1. -

" 

g 

Тоща ПЕРЕСЕЧЕНИЕ .1, и :Г" то есть мно,.-е­
ство тО'-1ек, которые nрuнаgлежат обоим ин­

терsалам, также является откFъ lты�M 

интервалом .1 вокру' а. Если х nринаgлежuт 
к .1. тоееа и f(x), 'и g(x) nоnаgают в I, что 
и треGовалось gоказать. 

Лемма 2. Преgnоложuм, что !~1!J f(x) ~ !~1!} g(x) ~ О. Тоща 

lim f(x) g(x) ~ lim НХ) + lim g(x) ~ о 
>:_11 Х_<1 x~a 

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. для люGоzо еанноео Е: > О, соzласно 
лемме 1, существует интервал .1 "окруе а, такой, что 
если х нахоgится В .1, то .1 

lf(x)1 < ~ и Ig(x)1 <~ 
2 

Если х нахоgится в .1, то 

If(x)1 + g(x)1 S If(x)1 + Ig(x)1 < ~ + ~ ~ Е: 

If(x) g(x)1 ~ If(x)1 . Ig(x)1 < ~2 < Е: 

Что и треGовалось gоказать. (Мы nреgnоложuли, что Е: < 1, но 
,то не страшно.) 
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I~ 

Е: 

и2 

О 

-Е:/2 

-Е: 



Доказать <ракты 1а и 1в я nгеgОLтавляю тебе, читатель! Это LOBLeM нетl'уено. 
Пгеgnолаzая, что <ракты 1а и 1 в gоказаны, gокажем теnегь <ракты 1. и,. 

Факт 1 о пределах. lOаи lim f(x) - 1.. и !~r:: g(x) - М, то 

!~rr;(f(x) + lim g(x)) - 1.. + М 

ДОКд?АТЕЛЬСnЮ. Пгименим лемму 1. к 'i'ункциям f - 1.. и 
9 - М. Когеа х--->а, обе новые <рункции LтгемятLЯ к О , LОZЛaL­
но <ракту 1в. Поэтому 

0- lim((f(x) - 1..) + (g(x) - М)) LоzлаLНО лемме 1.. 
;(-, (] 

- lim((f(x) + (g(x)) - (1.. + М)) , - , 

- [li'Г_С(f(Х) + (g(x))] - (1.. + М) LОZЛaLНО <ракту 1в. 

Поэтому 

lim((f(x) + (g(x)) - 1.. + М. Готово! 
<-, 

Факт 3 о пределах. IOLли !~п; f(x) - 1.. и li;r:~(x) - М , то 

lim(f(x) (g(x)) - 1..М 
<- , 

ДОКд?АТЕЛЬСТ1Ю. Снова nгименим лемму 1. к функциям f - 1.. и 9 - М, 
котогые, когеа Х ---> а, обе LтгемятLЯ к О. 

о - lim [( f( х) - 1..) (g( х) - М)] (LоzлаLНО лемме 1.) 
>-, 

- lim и(х) g(x) - 1..g(x) - Mf(x) + 1..М] (nГОLтая алzебга) 
>- , 

- lim Нх) g(x) - lim 1..g(x) - lim Mf(x) + 1..М (LOzлаLНО фактам 1. и 1а) 
X ~ " х_ а "' - ~ 

- lim f( х) g( х) - 1..М - 1..М + 1..М (LоzлаLНО факту 1б) <-, 

- lim f( х) g( х) - 1..М, а значит , 
х -· " 

lim f(x) g(X) - 1..М. Снова готово' 
>- , 
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А чеmверmыr.J факт 

о nrеgелах nycKau 90-
КJЗЫ6зеm кто хочет ... 



Еще несколько фактов о nrе9елах nоложuтельных 
-' отrии,ательных функци~, а также нчзтеrиал к размышлению ... 

5а. f:сли /im f (x) ~ /.. > О, то f(x) > о 

на некотором интервале :J вокруг а. 

ДОКд3Д ТЕЛЬС'ffiО . 11 усть I - любо~ oткpыты~ 
интервал, С09ержэщи~ /.. , но не С09ержэщи~ О. 
110 ОnР"еелению nре9ела, существует интервал 
:J вокруг а, на котором f ( х) всеща nоnэgает 
в [ . 110СКОЛЬКУ [ состоит только из nоложuтель ­
ных чисел , 90казательство завершено. 

56. f:сли /.. < О, то существует интервал 
вокруг а, на котором f( х) < О. Доказывается 
n09cтaHOBKO~ - f в 7а. 

5в. f:сли f(x) ~ о 9ЛЯ всех хна некотором 
интервале вокруг а , то /im f( х) ~ о 
(если nре9ел существуе';';: 

ДОКд3Д ТЕЛЬС'ffiО . f:сли бы nре9ел был отрица ­

тельным, то, tоzлаtно 76, мы MOZ/lU бы наuтu ин ­

тервал вокруг а , в котором f (x) отрицательна. 
I1риХ09им к противоречию. 

5г. То же, что 7В, только ~ ВСЮ9 У 
заменяется на ::;. 

Пruмечанuе. Мы не можем 321kлючumь , что 

у nоложuтельно~ функции nре9ел также nо­

лоЖ"Umелен . Мы можем зэключить только , 

что он неот!,ии,ателен. Наn!,имер, значения 

функции 

f(x) ~ х'/х (х '" О) 

Bcezga положительны I но 

/im f ( x ) ~ о. 
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Пеrевоg '7 а на nростоu Я3ЫК: 

функцuя С nоложumельны �M nrege/lOM 
В а gолжнэ быть nало;t:1.jmеЛЫiOl.1 

в oкpecmHo..::mu а. 

v 



и наконец вкусны" rезультат! 

Теорема 6утер6рода* !:Осли g(x) <; f(x) <; h(x) gля всех х в некотором 
интеf'вале BOКf'YZ а , и lim g(x) ~ lim h(x) ~ /.., mozga таКЖе lim f(x) ~ /... 

х _ а х _ а х -·а 

Kyga хлеб, myga 
u колбаса! 

ДОКА3АТI'ЛЬСтво. Пусть нам <Эан 

любоu интеrвал I BOКf'YZ /... Лемма 1 
услужливо nоgсказывает, что суще­

ствует интеrвал ]' BOКf'YZ а, на Кото­
ром О&!:О <!,ункции, g(x) и .h(x), заnеf'­
ты в интеrвале I. 

для кажgоzо х из ]' тоща f( х) так­
же gол.жна nоnэgать в I, поскольку 
f( х) Bcezga леЖI'т межgу g( х) и 
Ых). Это значит, что lim f(x) ~ /... 

x -, ~ 

На ера<!,ике вы Bugume, что 
f зажзта межgу 9 и h, как 
начинка в бутеrбrоgе межgу 

gвумя ломтиками хлеба, и ее 

не.остановимо nоgmзлкuваюm 

К точКе (а , Ц. 

у ~ НХ) 

\ 

А gля овощей это 

mоже F'эбоmаеm? 

. в 170((UI) ?ту тео?ему nрuняmо 

называть meopeMOU о gsyx мuлuцuа­

нерах. Kozga gsa милиционеrа Begym 

nrесmуnнuкэ, то ему нuкуgэ 

не gеmься: куgэ OHI.<, mуgэ и он . -
ПРUМ. nерея, 

h(x) 
--I 

/.. 
нх) 

g(x) 



у 4J! Как ymомumельна 
вся эта теория ! ~, gэвэu 
Может. сg€лаем uэелаем KopomKUIA ... 

nepepbIl3? Э" . интеРВал! 

'1 
I 

TeoreMa бутеrбrоgа nrUHocum нам nerBblti уgивительныu rезультат gля настоящих, 
полезных функции, ~Baитe craBHUM УГОЛ и ezo СИНУС, 

Уzол е св raguaHax!) - это 
gлина gyzu, котоrую этот 
уzол оnrеgеляет на еgиничноu 

оК?ужности, в то вrемя как 

sin е - веrтикальная cmorOHa 
тrцzольника ОАР, По Mere 
mozo КаК е уменьшается. 
К?ивизна gyzu также уменьша ­

ется, поэтом у rазница межg у 

значением уzла и значением 

синуса становится меньше, 

А что nroucxogum, Kozga 
е-.О? 

Очень труIЭНО 

ра)zляgеmь ... все 
такое мелкое ... 

О 
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Ь;3е величины становятся неразличимы! Вот ,тот уgивительны~ результат в виее ФОРМУЛЫ' 

/im sin е ~ 1 
е-о е 

ДОКА3АТЕЛЬСТ1!О, Преgnоложuм, что уzол пересекает кpyz 

в точке Q. Проgолжuм линию OQ go точки Q', которая нахо ­
gится прямо Hag Р', точко~, в Koтopo~ окру"",ость пересекает 
ось х. Тоща ОР ~ СО5 е, QP ~ 5in е и ор' ~ 1. 

Поскольку треуzольники OPQu OP'Q' nogoGHbI, 
из Этого сле.gуеm, что 

P'Q' ~ P'Q ' ~ PQ ~ 5in е 
ор' ОР СО5 е е 

СО5 е 

Q' 

(j) е 
.5 
u\ 

Р р' 

Теперь ПЛОЩАдЬ сектора OP'QpaBHa попросту е/2 (в paguaHax, не заGыва~те), так 
что nлощэgь маЛО20 треуzольника OPQ, nлощаgь сектора и nлощаgь Gольшоzо треуzольни­
ка OP'Q' оGразуют слеgующи~ «GymepG\'og» неравенства' 

1 1 1 5in е 
т 5in е СО5 е < т е < 2 СО5 е 

Разgелив Все на +- 5in е (Koтopы~ не равен 
НУЛЮ ! ), получаем 

е е 1 
СО5 < 5гii'e < СО5 е 

или, перевернув gpoGu, 

cos е < 5i~ е < _1_ 
СО5 е 

"'то u 
mре60валоtЬ 

gОkэзэmь ! 
Тf'3~ЛЯ-ЛSI! 

По мере mozo как е ~ О, точка Р nриGлиК<Jется к Р' , так что СО5 е (а слеgовательно, 
и 1 /СО5 е) стремится к nреgелу, равному 1. Отсюgа по теореме GymepGpoga вытекает, 
что (5in е)/е стремится myga же. Что и трeGовалось gоказать ! 
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Пределы на бесконечности 

и бесконечные пределы 
Высшая мэmемэmuкэ занимается не только очень маленьКими веЛU"1uнамu, но и очень 60/lЬШUМU . 

Например, мы можем заинтересоваться, как Begem себя 4'ункu,uя «В gальнеd nepcneKmUBe», коzgэ 

х- 00. Вот 9та функция, наnР...lмер, nриблuжается к nреgелу, равному '3, Kozga Х сmремится 
к бесконечности. 

Иноzgа <l'ункция взмывает в бесконечность 

в точке а - Это значит, что, коzgэ x~a, зна­

чения f( х) неоz?аниченно воз?астают. Вот 9та 
<l'ункция, наn?име?, взмывает в бесконечность 

в точке Х ~ 1.: 

в таких случаях zово?ят, что n?еgелом яВляется 

&ЕСКОНЕЧНОСТЬ, и пишут 

/im f(x') ~ 00 
х_ 2 

в Gеаонеч­

ность и gалыuе, 

э, Гоник? 

Нет -нет .. . 9mо 

zоgumся mолько 

gля zepoeB 
комикса ... 
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к чему 

все 9то 

ugem ... 

1 
y~ 

(х - 1.) ' 



ТочныCi СМЫСЛ <\'ормулы 

lim f(x) ~ 00 <- , 
таков: gля лЮбоzo СКОЛЬ угоено 

большоzо числа N существует 
интервал J вокруг а, такои, 
что f(x) > N, коща х нахо­
gится в J. 

Помните, ~тo ugmu в 
бесконечность на самом 

gеле 3НЭLщm уйти gальwе 

любоzo 9F'YZ020 чuсла! 

J~ 
а I 

I 

t 
I 

I 
N 

с тем же ytnexOM можно 
сказать, что gля лЮбоzo 

ИНТЕРВАМ IBOKPyr 00 суще­
ствует интервал J вокруг а, 
такои, что f( х) нахоgится 
в Т, если х нахоgится в J . 

Что -то мне это 

!lоgобным же обраЗ0М nовееение <\,ункции «В gальнеCi nерcnективе» можно иноща описать 

в виее nреgела, коща x~ 00. Например, <\,ункция g(x) о 1/х - убывающая и nоехоеит СКОЛЬ 
уzoено близко к О при неоzраниченном росте х. Мы заnисываем это так: 

Вероятно, теперь вы знаете мантру, 

которая поможет оnреgелить 

J~"2,f(x) ~ 1-: 

-Е 

N 

Jv.я кажgоzо интервала 1 вокруг 1-
(то есть 9ЛЯ кажgоzо Е > О) 
существует интервал J вокруг 00 
(то есть совокупность всех '1uс:ел, 
больших некоторого числа N), такои, 
что если Х нахоgumся в uнmе?вале 

J( х > N), то f( х) нахоgится 
в интервале [(1 f( х) - 1-1 < Е) 

-----------~--------~~~ 
Коща х > N, f( х) отстоит от nреgела менее чем на Е. 
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Многочлены на 6есконечности 

3авершим эту главу раакаЗ0М о том, как вееут себя многочлены при стремлении к беско ­

нечности. Рост полинома степени n оnреgеляется в осноВном РОСТОМ ЕГО ГМВНОГО ЧЛ{;НА 
апхП 

• /(ozga х-- 00. Членами БО/lее нuзких сmеnенеCl при 7том можно nренеG'pечь, так как 

они растут zоразgо меgленнее. 

Вы 

не }эслужu­

вэете 

внимания ... 

Теорема о росте многочленов 

Пусть Р(х) и Q(x) - мноzочлены степени n и т соответственно. 

Р( х) ~ аnх" + аn . , хn- 1 + ... + ао 

Q ( x) ~ ьmхm + Ьm_, хm- ' + ... + Ьо (ат Ьm '" О) 

Тогеа 

1. (; сли n ~ т, то lim Р(х) ~ ~ 
х-= Q(x) Ь, 

На языке м.аmем.ЭI11UКU Это 

}ВУ'1ит так; mJ-Iоzоч,лен вые­

шао nоряgка еоминирует 

нае м.нО2ачлеНQМ нuзшеzо 

. Р(х) 
2 . (;сли n < т, то Izm Q( ) ~ о 

X~OO х 

nоряgка . 

3. {;сли n > т и а, и Ьm имеют оеин и тот же 
знак (то есть оба положительны или оба отрица ­

тeлbHы)' то 

Примеры 

lim 3х ' + х + '>0 3 
х-= 2х ' + 900х +1 ~ '2 

lim 4'>Ох' + 9х ' + '>0 ~ О 
'-:-00 хf:l + Х +1 

и - (х), Kozga ап u Ьт uмеют 
противоположные знаки. 

(в числuтеле и знаменателе МНО20 -

члены� OgHOU u той же степени) 2 ) 

(степень чиСлителя меньше 

степени знамеl-lэmеля) 

7В 



А,ОКА3АТЕЛЬСnЮ ПУНКТА 1. Пусть n ~ т. Поскольку число KOPHe~ мноzочлена конечно, 
Q(x) ". О "ри gостаточно больших значениях х. Слеgовательно, функция P/Q ОnFеgелена 
на некотором интеFвале BOКPYZ 00. Tozga gля больших значени~ х можно написать' 

Р(х) Р(х)/х' 
Q(x) ~ Q(x) /х' 

т еnерь можно вычислять nFеgел OgHOZO члена 

за gFYZUM "ри х ~ 00. Поскольку все 

они сmрем.яmся !ос нулю, kPOMe. ап u Ьп , 
получаем то, что mре60валосъ gОkззаmь. 

Пункт 2 Вытекает из пункта 1. Если n < т, 

то при gос:mаmочно больших значениях х 

Р(х) ::. хП- 111 апхm + 0'0 + аохт- п 

Q(x) ьтхт + ... + Ьо 

Мы только что показали, что у втора­

zo КОЭффициента есть конечны~ nFеgел 
а,/Ьт , Kozga х ~ 00. Поскольку 
lim х,-т ~ О, nFеgел их nFоизвеgения 
тоже о. Пункт '3 gоказывается 
"римерно так же. 

в случае Q(x) ~ 1 nFеgnолаzается, что любо~ мноzочлен Р (то есть числитель) 
ИМЕЕТ &ЕСКОНЕ'1НЫЙ ПРЕДЕЛ НА &ЕСКОНЕ'1НОСТИ. Мноzoчлены не MOZym колебаться 
(то есть скакать вверх и вниз) постоянно - В конце КОНЦОВ они gолжны npи~ти 

lim Р(х) ~ 00, если КОЭффициент zлаВН020 члена nоложuтельны~ 
,- ~ 

lim Р(х) ~ - 00, если коэффициент zлавноzо члена отFицательны~ 
,- ~ 
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Когда 

предела 

не существует 

и нэконеL\ я gолжен отК1'ыть 

ВЭм мэленьКии сеК1'ет ... 
Иноzgэ nrеgелэ не суще­

ствует ... 

Нэnrимеr, ни у синусэ , ни у косинусэ нет оnrеgеленноzо nrеgелэ nru Х-> 00. Обе функции 
бесконечно колеблются межgу -1 и 1, сколь бы ни были велики знэчения Х. Возьмите любои 

мэлыи инmеrвал ВОК1'уz любоzо числэ, знэчения $in х и СО$ Х буgут nосmоянно убеzэmь из 
,mozo инmеrвэлэ. ?нэчиm, ни оена из ,тих функции не стrемится К оnrеgеленному nrеgелу 

при х-- 00. 

&ывает mакже, чmо у фунщии нет onrege­
ленноZО nrеgела в конечнои mочке а. Вот 

mэкое чуgовище 

g(x); $in(+), 

виляет вверх -внuз. nFичем тем kошмэрнеа , 

чем ближе Х nоехоеит К о. У функции g 
нет nrеgелэ nru Х ; О. 

во 

I 

fочки за nrеgелами I 

НО такие «nаршивые овцы» ветре­

чЭюmся regKo (во всяком случэе, в 
моеи KHuze). Высшая математика вся 
nocmroeHa на еовееении ео nrеgела, 
тЭК чmо мы буgем rэамэmrивэmь те 

фунщии, у KomOrblX он есть. Отныне -
никаких nэршuвых овец! 

B~ga,..a я ваше 



ВО MHOZUX случаях nrеgелы нахоgятся ле2-
"О. Как уnомuналосъ на с.. 64, чтобы Ha L1 mu 
nrеgел lim f(x), ЧЭсто gостэточно nrocmo 
nоgстэвu;;:'ь а в f , 

• > ---.., , . 

~~~ 
с.амые. с.ложные. п,?име,?Ы в ?тои 2Ааве makue; 

lim sin х 
х _о Х 

lim _1 ~_1 
х_ 9 х 9 

lim sin е ~ sin 4 
e -~ 

u тЭК gэлее ... 

Обе ,т" <!,унщuu соgеrжэт gеленuе (" не случэCiно!), знэменэтель стrемuтся К нулю UЛU К 
бесконечностu ... Неуguвuтельно, что "Х nrеgел нэCiтu сложно! Тут нельзя nrocmo воткнуть 
OgHO в gryzoe U nолучuть rезультэт! 
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h..p, npu gеле.нuu 
на НОЛЬ еще 

u не такое 
СЛУ'1эеmся .. 

в слеgующеu ZЛЗВе 

МЫ буgем rэамэт ­

риваmь uсКлючumель­

но nrеgелы 

nru gеленuu .. . 



Задачи 

Ha~eитe nреgелы: 

2. lim ОХ + С), ще с - константа ,- , 

"2 l' -,-X,:,'--'+;--,-"X--:+::1~ 7. zm 3 
,-.= 4х + 17 

4 1· -,-Х,;::'--'+;--,-"х--:2 ::-+--,1 . zm 2 .-.= 9х + 9 

'7. lim 21n t 
t--- r.i!' 

6. lim со, х 
",- со Х - 1 

7. I i m -"x~2 -'+'--X"'7--,-,2~ 
,,_1 х - 1 

Поgсказка: noеставьте у ~ 1/(Х-1) и Ha~eитe nре­

gел при у ~ 00. A:rYZo~ вариант: пусть h ~ х - 1, 
Ha~eитe nреgел при h ~ О. 

в. lim ,in 2х 
)(-0 Х 

Поgсказка: исnользу~те тригонометрическое 

тожgество gля ,in 2х . 

9.lim ,in, x 
,, -о Х 

10. lim х ,in ( ~ ) 
,-о 

Поgсказка: исnользу~те теорему бутерб\,оgа. 

11. На с. 2'> мы оnреgелили срунщию f (x) ~ [х] как целую часть числэ Х, то есть самое 
большое целое число $ х. Вот zрэсрик срунщии е(х) ~ х - [х]. Существует ли nреgел 
lim (х - [х])? А n\,еgел lim (х - [х]) ем любоzо целого n? ,,_2 )( - .n 

n 

При приближении К n СЛЕВА е(х) ~ 1. При приближении к n СПРАВА е(х) ~O. 9то нэвоgит на 
мысль О существовании ОДflОGТОРОННИХ ПРЕДЕ:ЛОВ (ПРЕДЕ:ЛОВ СЛЕВА И СПРАВД). Как вам 

кажется, ,то уgачная иgея? Матемэтики gумают, что еа ... И записывают они ,то так: 

lim е(х) левы~ nреgел .-, 
npaBЫ~ nреgел 

12. Пусть f - любая срунщия 
такая , что lim f(x) ~ /.. и 
/.. '" О. Исnо~Ь'зуя оnреgеление 
"реgела, gокажuте, что суще­

ствует oткpыты~ интервал :т 
вокруг а, тaKO~, что если х на­

хоgится в :Т, то lf(x)1 > 1/../21. 

ДоnОN-fumелъное зэqа­

Hue: напишите формаль­
Hble оnрe.gеленuя! 

1;. Вывееите из ,того, что если Х нахоgится в :Т, то 

1_1 __ l..1 < 2 If(x) - /.. 1 
f(x) /.. /..2 

Покажuте, как из ,того слеgует, что 

lim _1_ l.. 
.-, f (x) /.. 



Глава 1 

Производная 
Нэ6uрэем скорость 

Мы прибыли В самое сеРеце математическоzо аналuза - се"час мы за"мемся СКОРОСТЬЮ 

И3МЕНЕНИЯ <рункции. Возьмем, К примеру, <рункцию s ( t ) ~ t ' , которая описывает nеремеще ­

ние машины, каmящеQся вниз по нэклонноCi плоскости. 

Все 

20товы? 

Мы можем рассматривать <рункцию ? по меньше" мере gвумя способами' 

1. Как некое zиnотетическое устрои ­

ство, которое сьееает значение t с 
временнои nрямоu и указывает поло ­

жение машины s ( t ) на маршруте. 

2 . В виее гра<рика У ~ s ( t ) , 
в еанном случае ?то у ~ t ' , 
парабола. 

s ( t ) l- ( t, s ( t )) 

t 



Вот тр" способа 

рассматривать с. корость 

машины в терминах 

<1'ункцuu 5 . 

1. Если мы рааматриваем временную 
nf'ямую, то скорость машины - Это 

просто скорость gвижения КОНЧИКА 

СТРЕЛКИ по оси?! Стрелка указывает 

туеа, zge нахоgится машuна, поэтому 

скорость у них оgинаковая . 

t 

~ ~ t 
//'\ ! ции gвижется 

по оси S с.о ско-

~, \;.\ ростью v ( a) 
nр" t • а. 

5 

1. в момент времени t. а скорость v( а) 
равна 

v(a) ./im 5( t ) 5(а) 
t -a t - а 

Как мы виgели на с . 60, СРЕДНЯЯ скорость 

по nеремещению на интервале ( а, t) nрuбли­
жзеmсЯ к МГНОВЕННОЙ скорости по nереме­
щению по мере mozo, кэк интервал соК!'аща ­

ется. Как и раньше, возьмем h . t - а и пере ­
пишем отношение рэзносmеCi: 

5 ( а + h) - 5(а) 

h 

Тоща nреgел примет вие 

v(a ) . lim s(a+ h) - s(a) 
,_о h 

в еанном случае, коща 5( t ) . t 2
, мы можем 

gаже вычислить е20 : 

/ ( а + h )2 _ а2 

v ( a). im - , h • 
'-о 

• /im ( 2ah + h) • 
,_о 

Такова скорость 

машинь! в момент 

времени t . а. 
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3. На Zf'aCPUKe у - s (t) скорость 
v (а) в момент времени а равна 
НАКЛОНУ ГРАСРИКА В ТОЧКЕ t - а. 

у nрямоti можеm ПоnроGуu sзоС1mu по 

быть наклон, я ней н:зsеf'Х, а я нз тебя 

знаю, но У К?UЕЮt.'i? 't-__ nо_,_м_оm_?,юг·_, __ / 
Не веrю! 
~_/ 

Это потому, что мЫ ОПРЕДЕЛИЛИ 

наклон крсво" как ПРЕДЕЛ наклонов 

прямых линии. Соотношение 

s(a + h) - s(a) 
h 

заgает наклон nрямоd, ЩU СЕКУЩЕЙ, 
соеguняющеu <Эве точки на КPUBoiJ: 

Р-(а, s(a))u 

Q- (а + h, s(a + h)). 

t 
а 

s(a + h) 

s(a + h) - s(a) 

s(a) 
h 

• • 
а a+h 

По мере тоео как h~O, Qскользuт по наnравленuю к Ри наклоны секущuх PQ, PQ ', PQ" 
u т.n. nрuблuжаются к оnреgеленному nреgелу, катары" мы и буgем называть наклоном кри­
во" в точке Р. Еели s(t) - t", мы только что нашлu, что этот наклон равен и(а) - 2.а. 

а 

е" 

• 
а 

v (а) - наклон 

касательно!) к Кf'UBoи 

У - s (t) в точке t - а . 



Вы поняли, '1то именно мЫ l вами 

нашли? Mbl установили. что на­

клон гра<\,ика У ~ f' в точке 
( а, ( 2

) всегеа равен 

2а 
незэвuсuмо от того, чему ?эвно а. 

у 

наклон ~ 1-

t 
- 1-
наклон ~ 1-а 

Рааужgая аналогично, наиеем наклон гра<\,ика лЮбоu СТЕПЕННОЙ q>ункUj.1И У ~ t , (ще n -
nОAQжuтельное целое число) в точке Р ~ (а, а') , Секущая , nровеgенная из Р через близлежа­
ЩУЮ точку Q ~ ( а + h, (а + h)'), имеет накАОН 

(а + h)' - а" 
h 

Есть ли у 9того выражения nреgел при h ~ О? 
Применяя обычные алzебраические nреобразования, 

nОЛУ'1UМ 

ще К09<\,<\,ициенты С, - константы, иСnQльзующие 
степени а. Вычитая аП и gеля на h, получаем 

( а + h)" - а' 
h 

Все члены, К\'оме nервого, стремятся к НУЛЮ 

при h~O, nО9тому 

lim ( а + h)' - а' :: nаП- 1 
11 ·0 h 
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ОGpзmumе внuмэнu е, в СЭмом 

nouegHeM шэzе Щ:nОЛЬЗ0ван 

4>Экт 2 о npege ..... ax; nреg€л 
суммЫ равен сумме nр'Щелов! 



Как мы только что виgели, наклон Кf'иBOa можно интерпретировать как скорость. Например, 

ракета может так рваться в небеса, что S (t) ~ t ' , и тоща в люGоа момент времени а 
скорость ракеты буеет равна и(а) ~ 5а'. 

а s (a)~ a? и ( a) ~7a' 

- 2 - 02 <;(- 2 )' ,<; ·16 , 90 

- 1 - 1 <;(-1)' ,<; 

О О ? . O~ =' о 

1 1 <; . (+)~<>-t;-
т п 

3 2 43 <; . ? ~ с:. ? . 91 , 40<; 

Или, если g(t) ~ t ' , mozga 
и(а) ~ 4а' gля люGоzо а ' 

а g ( a ) и(а) с:. 4а3 

- 10 10 000 4(- 10)' , - 4000 

- 2 16 4( - 2 ) ' , -32 

- 1 4(- 1)' ,-4 

О О 4 . О, О 

4' Р =' 4 

2 16 4 

10 10 000 

'iЛ 



НО почему же 

mozga V - не 

4'УНКЦUЯ от t? 

Aorozou читатель I Она именно что срункцuя от t! Мы еоворим 
«gля любоzо значения в?емени, равного СЬ.>, НО С. тем же успехом 

моzли бы сказать «gю люGоzо значения времени, равноео 1:» . Ско­
рость по nе?емещенuю конечно же яв;\Яеmся 'Рункциеи от времени: 

В люGоu момент времени у машины и у ракеты etmb CKopOLmb! 

По сути, Mbl gокззалu, что если положение мэшuны� в люGоu момент 

времени равно t ', то ее CKOPOCiЪ ПО m::рЕОМЕОЩЕОНИЮ v ( t ) 
В "ТОТ МОМЕОНТ равна nt'-'. 

и я тоже, 

межgу npO'IUM, 
фУНЩUЯ! 

nt' -, 
t t 

s v 

Мы получили, или nrоизвели, из S НОВУЮ <РУНКllf1Ю . "та новая, nrоизвоgная, срункция так 
и называется' ПРОИ'ВОДНдЯ. Она еает нам наклон zracpUKa у о 5(t) в кажgоu точке t, 
u Jlmom наклон ?эвен скорости в момент в?емени t. 

у 

v (t) о наклон ерасрика 
в точке t. 

• 
t 

у о s(t) 

вв 

t 



nроизвоgная - чрезвычМно полезное nонятие, широко используемое в самых разных заgачах, 
э не тольКО gля МЭШUН, komof'bIe катятся по наклонноu nЛОСКостu. ПО9mому она зэслу.жuваеm 
собственноzо имени , оnреgеления и условноzо обозначения. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

ПРОИ3ВОДНОИ 

Если f - любая <!'УНКl\ия, а х - любая точ ­
ка из ее области оnреgеления, nроизвоg ­

ная от f (записывается как f ' , читаетСЯ 
«9<!, -штрих») - 9то <!,унщия, оnреgеляе ­

мая слеgующим образом ' 

f'( x) ~ lim f(x + h) - f (x) 
,_ о h 

gля кажgоzо х, при котором тaKO~ nреgел 

существует . 

9то «Bcezo ЛUWЬ» 
центральное nоняmuе 

МЭmемэmU'1ескоzо анализа! 

нахожgение nроизвоgно~ f ' называется ДИ<l'<I'ЕРЕНl.IfIРОВАНИЕМ <!'YНKl\UU f . f '( х) - 9то 
наклон zpa<!'UKa У ~ f (x) в точке (х, f (x)) . Мы больше не буgем пользоваться букво" v gля 
обозначения скорости. Вместо нее буgем писать s'( t ). в 9тo~ ново" терминолоzии резуль­
таты nреgыgущих нескольких CmpaHUl\ можно кратко записать в виее СТЕПЕННОГО ПРАВИЛА, 

<l'ормула 

вроее 

простая ... 

ЕСЛИ f(x) ~ х N , ТО f'(x) ~ nх"-1 

(З9 

Именно n09moMY 
она такая 

крутая ! 

Леzко t1f'OBef'umb, чmо "то 
соzласуется с результатами, 

которые мы раньше получили 

gля n ~ 2. А что буgет при 
n ~ 1? n ~ О? 



?ная nроизвоgную <\,унщии f( х) оХ'', лezКо наl1ти nроизвоgную ЛЮ&ОГО МНОГО'!ЛЕНА 

Gлаzogаря слеgующему <\,акту: 

Факт I о прои]водных: суммы 
и константы - это простоl 

1 а. Если С - константа , а f - <\,унщия С nроизвоgноu 
f', тогеа (Cf)' о Cf', Взятие nроизвоgноu «nРохоеит 
СКВОЗЬ» константу. 

16. Если f и g - еве <\,унщии, то 

(f+g)'of'+g' 

l1роизвоgная суммы равна сумме nроизвоgных, 

а+ g) ' (х) о 

Эти факты вы � зоgяmсяя UЗ 

'Рдктов О ПРЕДЕЛАХ 16 
u 2 на с. 67. Г-П;;-оС:,--:еv"-ю-m.Lе-::Gе-' 

нз СЛОВО • • 

Хочешь YBugemb 
gокззэmе/lЬ ­

ство? 

Lfmo, если я 

Ckзжу «нет»? 

о lim f(x + h) + g(x + h) - а(х) + g(x)) о 
,_о h 

о lim Нх + h) - f(x) + lim g(x + h) - g( x ) о 
,_о h '-о h 

9mо значum, что многочлены МОЖНО 

еи<\,<\,еренцировать (то есть получать 

их nроизвоgные) по оеному члену зараз, 

g(x) ~ х9 + х' + 2х2 

f(x) ~ ?х' + 6х2 + ? 

И т.е. 

g'(x) ~ 9х' + вх7 + 4х 

f'(x) ~ 12х' + 12х 

Обртите внимание, 

'!то n\,оuзвоgная 

люGоu консmэнmы � 

равна нулю! 

90 

9ххх ... 

Наклон nрямоl1 у ~ С 
всеща равен О. 



Пример из жизни 

Исаак Ньютон nрыгает на очень уnру-

20М батуте, nолоmНL.lще Komopozo 
расположено на Высоте 1 м от земли. 
!: сли батут nоgбрасывает Ньютона 

вверх с начальноu скоростью 100 м/с, 

то Высота Ньютона нае землеu 

(то есть ezo вертUkэльное положение, 
при Этом направление «вверх» является 

nолож-umеЛЫ·tЫМ) в метрах вычисляется 
по слеgующеu <j>ормуле: 

,(t) ~ 1 + 100t - 4,9t ' 

Как быстро он буgет gвиzатыя через 

10 секуне? В каком направлении? 

Решение. Произвоgная , еает 
нам Ckopocmb в люGоl1 момент времени. 
&уеем gи<j><j>еренцировать , по частям: 

, '( t ) ~ 100 - 4,9 (и) ~ 

~ 100 - 9,вt м/с 

:?то общая <j>ормула gля скорости 

Ньютона в момент времени t. 
Поgставим t ~ 10 и получим отВет: 

, '(10) ~ 100 - (9, в . 10) ~ 

~ 1. м/с. 

Скорость положительная - 9то значит, 

что через 10 секуне Ньютон все еще 
буgет лететь вверх! 

Ух ты! 

Даже через 

10 секуне? 
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Азваите остановимся на минуту и nо?ааужgаем о "?оизвоенои. Все Cm?aHUЦbI , посвященные 

n?еgелам, лишь nоgвоgили нас к этОи глаВНОи иеее, n?остому шт?иху, кото?ыи мЫ на"еnля­

ем на f. 

То было nе?вое гениальное оза?ение Ньютона и Леибни~а - они увиgели, что у n\,оизвоеНОи 

есть n?остая и точная qю?мула, кото?ая оеним шт?ихом ?аскрывает секреты gвижения и 

nе?емен. Вот тебе, 3енон I 

.. 
о 

Эmз uмюзuя 

g8UЖе.нI,.lЯ очень 

nуzэеm !!! 

Аз, когеа Ньютон иЗОб?етал свои «q>люксии», он gумал о ско?ости, но n?оизвоgная 

ч\,езвычаино важна во многих е?угих областях, а не тольКО gля вычисления ско\,остеи. 

Каковы бы ни были f и х, g\,обь 

f (x + h) - f(x) 
h 

показывает , как меняется f "?и 
небольшом измене.нии nере.мен ­

нои х. Таким об?аЗ0М, в n?еgеле 

f' n?еgставляет сабои мгно­
ВЕННУЮ скорос1Ъ И3МЕНЕНИЯ 

f в зависимости от х. 

х 

f'(x) 
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Изменение х 

Изменение 

f (x) 

x+h 

" -,И-"3,,-м...:ее-н.:.е-,,нис.:е:...:..f-'.( х-,,-) 
Изменение х 



Примеры 

Преgставьте ceGe, что жugкость втекает 

в L\UCmepHY (UЛU вытекает "3 нее). 
Еслu V( t) - oGbeM в лuтрах в момент 
времен" t, то 

V'(t) ~ lim V(t + h) - V(t) 
,_о h 

- мzновенная ИНТЕНСИВНОСТЬ ПОТОКД, 

uзмеренная в лuтрах в MUHymy. 

~aMe.тb: 9то не/lЬ3Я 

назвать скоростью 

(10 n еремещснuю, 

nOCKO/lbky ~исmеrнэ 

Множество nrоцессов, наGлюgаемы�x в Ж"U3-

ни J зависят не только от sreMeHU, но и от 
gpyzux nеременных . НЗnрuмер, возgух на 

больwоCi BbILome становится rэз?еженным. 
Еслu Р(х) - gавленuе на Высоте х, то 

Р'(х) ~ lim 
,_о 

Р(х + h) - Р(х) 

h 

- скорость "3-
мененuя gавленuя 

на Bblcome хна 
еguнщу "змере­

нuя выеоты� 

(скажем, в пас­

калях на метр). 

"то так назы­
BaeMbItl 

ГРдА,ИI>НТ 
ДдВЛI>НИЯ. 
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I>слu С (t) - cmOUMOCmb жuзнu в момент 
времен" t, то 

C'(t) ~ lim C(t + h) - Ст 
'-о h 

- скорость uзменения стоимости жизни 

В момент BreMeHU t. 

9то изме­

He.Hue темnа 

uнсрляцuu ! 

Прямая gopoza nоgнuмается в горы . 
I>слu А( х) - Высота goPOZU в точке х, то 

А'(х) ~ lim 
'-о 

А(х + h) - А(х) 

h 

- наклон (UЛU УКЛОНУ gOP02U В точке х. 
(Эта велu"uна - Gезразмерная, поскольку gля 
ее nолученuя мы разgелuлu метры на метры. 

Уклон оGычно uзмеряется В npOL\eHmax .) 

• 



Теперь мЫ готоВЫ К g"'l'4'еренцированию ,лементарных 

4'YHкци~, но сна"ала ... 

ЗАМЕТКИ ОБ условных ОБОЗНАЧЕНИЯХ 

(в СТИЛЕ ЛЕИБНИЦА) 

Kozga мы пишем f' , "тобы обо}на"ить nрои} ­
воgную f, то nog"epKUBaeM сра}у gBa 4'акта: 

а) f' - ,то nрои}воgная ; 

б) f' - ,то nрои}воgная от 4'унщии f. 

Н О вы "асто буgете Bugemb, как nрои}воgную 
}аnисывают совершенно gpYZUM способом, вот 
так: 

dy 
dx 

или 
df 
dx 

Эта распространенная }аnись nog"epKUBaem 
gpyzue аспеКты понятия npOU}BogHoa: 

в) что она по сути евое.и является 
отношением; 

г) "то она берется по nepeMeHHO~ х. 

3a'1€M 

столько 

разных обо ­

значении? 

ПРОU3Еюgнэя - все равно что 

zомuвуgская 3В€З9 а! Она может 

иметь столько обозна чении , 

СКОЛЬКО захочет! 

Ле~бниц и}обрел }аnись dy/ dx, nоzляgев на nOKa}aHHЫ~ ниже гра4'ик. 6.х (nрои}носится 
«gельта икс») обо}на"ает и}менение nepeMeHHO~ х, или то, "то мы go сих пор на}ывали h. 
6.f или 6.у - соответствующее и}менение в }на"ении <!,ункции . 1-1 ными словами, 
6.у ~ f (x + 6.х) - f(x). Символ 6. (}аzлавная zре"еская буква gельта) просто о}на"ает 
«u3MeHeHue В ... ». 

Т оща наклон 

секуще~ равен 

6.у 

6.х 

х 

6.х 
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Дельта! де 

6.у 

х+ 6.х 

Потрясаю· 

щее t.:ОВnЭ -

\ 
.~ 



в 9той системе оБозначений 

мы напишем 

dy _ lim t:>.y 
~ - ",-о t:.x 

Что за странная 

иgея! Откува ты ее 

взял? 

Просто у тебя 

Gиконечно ~лое 

goo~eнLle ... 
или 

ЛейБниц считал, что dx и dy -
что-то В\'ове «Бесконечно малых» 

версий t:.x и t:. у и что произвоgная -
отношение 9тих вВУХ «Бесконечно 

малы�>>.. 

Хотя в конце концов Большинство математиков отказались от 9той ивеи, иногва Бывает 

noлезно gля nракmических целей nревставить себе произвоgную как маленький кусочек у, 

gеленный на маленький кусочек х ... 

dy 

Все равно 9mз проклятая 

крLl83Я nPLl СUЛЬНОМ 

ytJеличенuu стаН08ится 

черmовсlCU nо)(о.жэ 

на прямую ... 

............................ -------"'~ .. 
dx 

СnoсоБ ЛейБница часто уgоБнее - вот, 

например, мы Буgем писать 

d: (хn), d: (sin х) и d: (е'), 

оБозначая nроизвовные инgивиgуальных 

функций. 9то просто замечательная 

заnись! 

Tbl Elоо6ще кто, 

математик или ~ ты .мне nf'o-
сmеноzpaфuсrn? 

--\Iг-----'\ сто зэвugуешь!!! 

Ну так что? Готовы искать :х (sin х)? 
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Производная синуса 

d~ sin (J ~ cos (J 

Произ~оgная синуса - косинус! 

ДОКд3ДТЕЛЬСПО, 

По оnрegелению nроиз~оgной, nроиз~оgная 

синуса pa~Ha 

(1) /im 5in(Э + h) - 5in Э 
__ О h 

если такоа nрegел сущест~ует, 

Разложим 5in( Э + h) с помощью mPUZOHO­

метрических mo"'gecm~ , Числите"" 
nре~ащэется ~ 

(5in Э СО5 h + 5in h СО5 Э ) - 5in Э 

Tozga ~ыpa",eHиe (1) пре~атится ~ 

(2) СО5 Э 5i~ h + 5in Э СО5 ~ - 1 

в nрegыgущеа zлэ~е МЬ' показали, что 

lim 5in h : 1 
h_O h ' 

nО9тому при h-+o (2) nре~ащэется ~ 

(3) СО5 Э + (5in Э) lim СО5 h - 1 __ О h 

у: СО5 Х 

Теперь nока",ем, что 

nослegниа множите"" 

pa~eH ну""', 

/ ' СО5 h - 1 О zm ~ __ О h 

Поско""ку 

СО5 h-1 : (СО5 h-1)(C05 h+ 1): 
h h ro5h+1 

: СО52 h - 1 : -:-:_-:<.5~in,:-2-,h.'-:-: 
h((C05 h) + 1) h(C05 h + 1) 

: ( -5in h ) ( 5in h ) 
h c05h+1 

при h -+ о СО5 h стремится к 1, слegо~а­
те""но, прegел nроиз~egения Gygem pa~eH 

Поgста~и~ 9то ~ (3), получаем резу""тат: 

lim 5in(Э+ h) - sin Э : COS е 
,-о h 



Иными сло~ами, чтоБы получить НАКЛОН К\'и~oa синуса ~ люGоа точке ", нужно ~зять 
3НДЧЕНИЕ косинуса ~ ,той точке. 

наклон < О, 

косинус < О 
наклон > О, косинус > О 

наклон; О, косинус; О 

06\?атuте ElНUМЗНt.lе: если 

ФУНКЦUЯ Elоз?Эсmаеm, наклон 

ее zpэфuка 2: 01 
'-------,v 

Там, ZfJe синус ~оз\,астает и zraepUK иеет ~~e\,X (HanpUMe\" ~ n\,омежymке межgу - тт/2 и 
тт/2), ezo наклон положителен и косинус также положителен. Там, ZfJe синус уменьшается и 
К\'и~ая иеет ~низ, наклон от\,иl.\Этелен и cos "также от\,иl.\Этелен. 

ПРОИ3ВОАная косинуса 

d de (cos е) 's -sin е 

fI\,оиз~оgная косинуса - синус, ~зятыа с OGj>amHbIM 
знаком. 

Не Буgу Больше пытать ~ac m\,uzoHoMem\,uea. 3амечу только, что zraepUK косинуса полно­
стью иgентичен zraepUKY синуса, только ce~иHyт gле~о на тт/2. 3начит, n\,оиз~оgноа косинуса 
gолжен Быть САМ КОСИНУС, только ce~иHyтый еще на тт/2 gле~о! 

д ,то, ~ с~ою оче\,egь, 

иgентично zraepUKy синуса, 
ce~иHyтOMY ~ле~о 

на ТТ, или sin(" + ТТ). 
Д ,то то же самое, что 

- sin ", как стано~ится 
ясно, если nоzляgеть на zra­
ерик (если хотите, можете 

получить тот же \,езультат 

с помощью т\,иzономет\,иче­

ских epYHKцua или gоказать 

на egиничноа оК\'ужности). 

у; cos(" + ~); 
у ; sin " 

; - sin " 
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Производная 

экспоненты 

Синус и косинус служат nроизвogными 91'VZ 
9ЛЯ 91'vza (с точностью 90 знака). А вот 
npоuзвogной 9КlnoнeнmbI является ... 
ОНА CAlМI 

"то слegует из равенства е"+" ~ е"(/' 
и оnрegеления nрouзвogнoQ: 

~ е" ~ lim е" + h - е" ~ /im е"(/' - е" ~ 
d" "_О h "_О h 

~ lim е" (/' h 1 ~ е" lim ( (/' h 1) 
h_O h-O 

Вспомните, как на с. ~6 мы oGСУЖ9али сложный 
npoцeнm. Мы заключили, что е " (1 + h)'/h npu 
малом h. (3амените в nервоначальном примере h 
на 1/n.) возвegя оБе стороны в степень h, полу­
чим е" " 1 + h, а значит, 

(/' - 1 _ (1 + h) - 1 _ 1 
h - h -

Иными иовами, nрegел 9mOZO отношения 

равен 1 при h-+O, а значит, nроизвogная равна 
е" . 1 ~ е". 

CKOPOCiЪ РОСТА 9KcnoнeнmbI 

f"p (,,) ~ е" равна 3НАЧЕНИЮ ",yнкцuи 
в 9той точке I 
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Наклон в точКе 

Наклон в точке 

,,~ 3 равен 
е' " 20 

,,~~ равен et " 4,7 

Наклон в точКе 

" ~ о равен еО ~ 1 



"то может nока,аться Gе,УЖJ.ем, математичикой мazuea или чем-то сове\,Шенно n\,omи­
воnоложным. Но кто ,нэет - возможно, нэ свете сvщитвует куча <1'ункций, n\'0U3военой 

кото\,ых являются они сами •.. 

Воо6Ще-то нет .•• "Ксnо­
нента е" и ее ва\,иации , 

полученные умножением 

на константу Ае", -
ееинственные <1'ункции, 

oGлэgающие таким 

свойством. (Вы сможете 

еока,ать 9то сэми, \,ешив 

yn\,эжнение 

со с. 166.) 

. ( 

КЭЖetrllЯ, МЫ уже zge-rno 
8l!Тl?ечаЛUlЬ? 

К\'Оме mozo, не так уж 9то и ст\'Энно. nogyмaame о слоЖНОм npоценте. nРИРОСi ПО СЧЕТУ 
3А ГОА, - 9то <1'иксU\'ованный "\,оцент от КОЛИЧЕСТВА geHez на счету. 

ИНЫЖJ. словаЖJ., CKOPOCTh Ви9ишь? Если по ВКЛЭ9У начисляется 
И3МЕНЕНИЯ СУМЖ>I 100 % zD9OВЫX, Константа равна 1, 
(в gоллэ\,ах в zog) n\,onop- или t измеряется в zD9ax. д по-моему. 6а"" мне 
ционэльна сЭмой 9той СУМ- '-----..... ',-----'''----1 та>:" не 9on""т"л 

МЕ. Если n\,оценты начисля­

ютcя неn\,ерывно, слegует 

ожugать, что МГНОВЕННАЯ 
CKOPOCTh И3МЕНЕНИЯ 
величины V n\,оnорциональна 
V: V' (t) ~ CV(t) gля неко­
торой константы С. 
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Производные произведения и частного 
Р1'Зть nроuзвogные от сумм и от функции, умноженной 
на константу , по-прежнему просто: 9то можно gелать 

с кажgым членом по отgельности (см. с. 90). Hanf'Uмep , 

d: (?х· + sin х) ~ IОх + cos х 

~ (е" + cos х - 2sin х) ~ е" - sin х - 2cos х 

Факт 1 о производных: 
с произведениями все 

сложнее 

Проuзвogная nроuзвegения f9 НИ 8 КОЕМ с.ЛУЧАЕ 
НЕ РАВНА nf'оизвegению npoU3BogHbIX. Правило 
относительно npoo3Begeнua слegующее : 

(fg)' ~ f'g+ fg' или 

-EL (fg) ~ f -.!!9.... + 9 df 
dt dx dx 

Нuчezо не 

nogелзешь! 

Чтобы понять , почему 9то так, nf'egcmaBUM себе f(x) и 9(Х) как стороны nрямоyzольника 
с nлощаgью f(x)9(X). TOZ9a малое изменение h переменной х npUBegem К изменениям /::;.f 
и /::;.9 функций f и 9. Иными словами , f(x + h) ~ f(x) + /::;.f и 9(Х + h) ~ 9(Х) + /::;.9. 

9(Х) 
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ТоZ9Э НОВЭЯ nлощэgь РЭВНЭ f(x+ h)g(x+ h)~ ~ лощэgь! 

~ (f(x) + ~f) (g(x) + ~g) ~ 

~ f(x) g(x) + ~.~ 
j zомонmальная полоска I 

+ f(x) ~g+ /'" I 

+ g( х) ~f + ~ щm'''''''"'' по,""", I 
+ ~f~g 

8ычитэя f(x) g(x) из оБеих стО\'он и gеля нэ h, получим: 

Цfg) ~ f(x) ~g + g(x) ~f + ~f~g 
h h h h 

Послegний член ст!,емится кО, поскольку n!'u h -+ о 
он ст!,емится к О . (g'(X)), и, тэким оG\'Эзом, n!'ege­
лом СУМЖ>I Буgет 

~ f(x) g'(x) + g(x) f'(x) 

ЛейБниц скэзэл Бы, что 

8 n!'egеле "'gиффе!'ен­
цuэл» fg - маленький 
кусочек, n!,иБэвляющий­

ся к f9, - состouт из 
gByx Боковых полосок 
!'эзме!'э f dg и 9 df, 
э yzловым КУСОЧКом 

!'эзме!'э dfdg можно 
n!'енeGpечь. 
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Иными СЛ08ами, чтобы 

gиффереНl\LI\'овать nроизве­

еение евух функциа, нужно 

умножить первую на nроиз­

воgную BmD\'.oa, втD\'УЮ -
на npоизвоgную мрвоа и 

lложить обе чаlти. 

Примеры 

Что те6е 
больше нрзgumlЯ, 

lAOBe,::Hl>le 

фOf'JЩЛUf'ОВки UЛLI 

фо\'мулы�? 

1. d: ('Х'е") ~ (d: (Х')) еХ + х' d: (е") ~ 

~ 2.Хе" + х'е" 

.{ OW1'ешкu!) 

2.. d~ (sin е cos е) ~ ( d~ (sin е)) cos е + sin е d~ (cos e)".~ __ --.,. 

~ cos' е - silf е 

3. d~ (sin't)~ d~ ((sint)'(sint))~ 

~ sin t cos t + cos t sin t ~ 

~ 2.sin t cos t 

/J.tJ< gиффереНl\LI\'08ания nроизвegения трех и 
более ФУНКl\Uа иlnользуетlЯ похожее правило: 

(fgh)' ~ f'gh+ fg'h+ fgh' 

Например, 

Kwyтu! 
Kwyтu! 

d: (xsinxcosx)~I' sinxcosx+xcosxcosx+xsinx(-sinx)~ 

~ sin х cos х + X(COS' х - silf х) 
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Факт 3 о производных: деление ведет 
се6я очень странно 

3 а. Если функция f gиффе"еНL;""уемз 
в точКе х и f(x) '" О, тоzgэ ФУНКL;UЯ 1/f 
тоже gиффе"еНL;""уемз в точке х и 

( 1 )' -f'(,,) f (,,): (f("»' 

Откуgэ ВЗЯЛСЯ минус? Дело в том, что, коzgэ f 
"эстет, 1/f убывэет, и нэоборот, n09moMY их 
n"оизвоgные в люБой точке имеют n"omUBono­
ложный знэк, 

""остые ЭЛZе6\'аические n"еoGj>азования : 

1 __ 1_ 
: f(x) - f(x + h) 

f(x + h) f(x) f(x+ h) f(x) 

у: f(x) 

или 

t::.. (-f' ) : ~--::t::..7Lf----;-:­f(x) f(x + h) 

длze6\>m'Э ! 
длzе6рррэ! 

Разgелив оБе сто"оны на h и найgя n"egел n"u h-+O, получим UCKOМbla "езультат", 

36. Правило деления 

Если фУНКL;Uи f и 9 gиффе"енL;u1'уемы� в точке х и 
9(Х) '" О, mozga функция f/9 тоже gиффеl'енц""уемз 
в точКе Хи 

( 
')' -.:...f..:.:.'( XJ.::...L9(:.:..:XJ:,...---:;;.-:.f(.:..::")~9c..:.'(,,",") - (,,):-
9 9(")' 

9то можно вывести, ВЗЯВ n»оuзвоg­

ную n"оизвegения f ' (1/9) и nl'UMe­
ниВ nl'авило ~a, 

" nl'ошу заметить, что мы� Huzge не gелим на ноль: f(x + h) '" О nl'U gостаточно малых h, 
так каК f(x) '" О, а f(x + h) nogxogum К '(х) сколь yzogHO близко, 
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Пример: отрицательные 

степени 

При f(x) = 1/х" = х-n фО\'мулз 
nр€Щ'ащэemся ~ 

_-.Е..-(хn) 
_nхn- 1 dx -п 

= = = 
(х"n) х"" хn+' 

= _nx-n-' 

f(x) f'(x) или f(x) 

_1 1 
х - х" х- ' 

х-" 
_1 -~ х" х-' 

_1 ? 
х' - х' 

х-4 

х-' 

_1 4 
х' - х' х-' 

1 ') 

х' -Х' 

= 

f '(x) 

-х-" 

-2Х-' 

-?х-' 

-4Х-' 

-')х-' 

_6х-7 

отрицдтЕльны�E СТЕпЕНИ ПОДЧИНЯЮТСЯ 
ТОМУ ЖЕ ПРА8ИЛУ СТЕпЕНЕЙ, что И поло­
ЖИТЕЛЬНЫЕ: gля gифференt.l,Ll\'о~ания сgелзй­

те значение степени КО9ффиL\Uентом 

и уменьшите степень на 1. 

zge р - положительное или отрицательное 

целое число. В слegующей zлз~е мЫ ~иeиM, 

что 9то nrа~ило \'360тает и gля gro6HbIX 
степеней. 
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Пример: функция 

TaHreHca 

ДОКА?АТЕЛЫТ80 . Применим фOf'мулу 

tq е = sin е , 
cos е 

зgесь f = sin е. 9 '" cos е, 
слegо~ательно • 

f'9 - f9' '" 
9" 

cos е cos е - sin e(-sin е) 
~ ~ 

cos" е 

'" cos" е + sin е '" _-'::-= '" 
cos" е cos" е 

у меня уже zолogз лопается 

от эmt.lх rt?OUJ!Ю9НЫХ! ~----, 
'---Ir------1 П1'Э"gз , ежи зз­

мечэmе/IЬНые?! 



Оеин му91'ец оgнажgы lказал, что заgача науки - из6агить Hal от ненужных мозzогых 
Уlилий, и именно gля 9mOZO lлужuт гЫlшая математика. Еgиножgы "1'оникнуг г тайны "f'e­
gелог и изменений, мы получаем кучку nl'olmbIx фOf'мул, оnиlыгающих lKOf'olmb изменения 
9лемента1'НЫХ функi.\Uй. Пологина gела г том, чтоБы научитыя ПРИМЕНЯ1Ъ 91М ФОРМУЛЫ! 

А гтOf'ая 
nоловuна? 

~ (х") ~ nх"- 1 n ~ О, ,,1, ,,2, ... 
dx 

~ (е") ~ е" 
dx 

~ sin x~ cos х 
dx 

d . -- cos х~-яn х 
dx 

~ tg x~ sec" х (cos х ", О) 
dx 

3е0Рогый 

загтрак! 

~ (е) ~ О, zge е - KOHlmaHma 
dx 

(ef) , ~ ef', zge е - KOHlmaHma 

(f + g)' ~ f' + g' 

(fg)' ~ f'g + fg ' 

( g
f ) ' ~ f'g fg' ;. , или g( х) '" о 

ХOf'оший lnUlOK, но gle же никольких ФOf'мул г нем не хгатает ... Мы пока не умеем gиффе­
l'eнi.!U1'ogamb сложную ФУНКi.\UЮ, gаже такую nl'Оlтую, как h(x) ~ е ..... А также O&PA1l.fblE 
ФУНКi.\Uи, такие как лоzаl'ифм, al'КlUHYl, al'кmaHzeHl ... ими мы займеМlЯ г lлegующей zлаге. 
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ВnеРее, • землю 
обетовзнную 

nракmичикuх 

npuме.неиuiJ{ 

и еагно nora, межgу nl'очим ... 



Но снэчэлэ nорешэем 

Задачи 

1. f(x) ~ х' + 7Х + 1 

2.. f(x) ~ х' + 7Х + 1 000000 

3. Р(х) ~ (х1 + 1)- ' 

4. g(x) ~ 7 

7 7. h(x) ~ cos х- ух 

6. R(x) ~ х + 11 
х-

в. v(t) ~ sec t 

9. Р(х) ~ х:..х 

10. 8(е) ~ щ1 е 

739х 
11. Q(x) ~ х' _ х1 _ Х _ 1 

12.. Р( ) ~ cos р + реР 
е р'О + р- 1 

13. Высотэ nрegметэ, G\>ошенноzо прямо 
ssepx от У\'osня земли С нЭчэлъноо СКОРО­
СтЬЮ vo м/ с, s момент gpeмeнu t рэsнэ 

14. fроnэ ygogum s zорную Z\'Яgу, куgэ не 
стynэлэ ноzэ челоsекэ, причем sысотэ тро­

пы оnисыsэется формулой 

A(t) ~ - 4,9t 1 + vot 

а. Если мяч G\>осэют sep­
тикально с нэчэльноо скоро­

стью 30 м/с, какоsэ Буеет 
ezo скорость через 3 секун­
еы? Через 7 секуне? 

Б. Сэмэя Gольшэя ско­

рость, с какой челоsек 

может G\>OCumb мяч ру­
ками, - около 47 м/с. 
Вычислите , как SbICOKO 
nogнимется мяч и через 

какое gpемя он sернется 

нэ землю. mоgсказка : ко­

zgэ мяч летит ssepx, ао 
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А(х) ~ х + 0,3 sin х м, 

zge Х - nеремещение по zорuзонтэли 

от нэчэлэ тропы . 

а. Кэкоs нэклон m~onbI s точке х ~ 1т м? 
х ~ 1..71Т м? 

Б. Есть ли учэстки тро­

пы, которые иеут sниз? 

Нэрисуйте Z\'эфик тропы . 

используя оnрegеление nepeмeнHOO, 

gокзжuте слegующее: 

17. Если f\'3cmeт нэ интеpgэЛ€ (а, ь) и 
Х - люGэя точка 9mOZO интерsэлэ, 
то f'(x) ~ о. 

16. <1>ункция f нэзыsэется ЧЕrной, или 
f( - х) ~ f( х) ем люGоzо х. Пример -
косинус. <1>ункция f нэзыsэется НЕЧЕrной, 
или f(-x) ~ -f(x). Пример - синус. 

noкзжuте, что у четной функции nроизsоg­
нэя Буеет нечетноо, и нэоБорот . 



Глава 1 

Цепи, цепи, цепи 
САОЖНblе функции, САОНЫ, Мblши и IiAOXU 

А menepъ "",r -усmроuм заБеz ... А можеm Быmь, gэже заплыв или заполз ... в nооскэх формулы. 
Так чmо поползем gальwе! 9та zлава начинаеmся С поисков nроизвogных gля всех оста ..... ных 
9леменmЭ\'ных функций. Вы yвugume, чmо их форму ..... r очень npocmbI и l1\'ияmны . 

Формула .. . 
Формула .. . 

~. 

~. 

Ключ к BbIBogy 9тих формул (и ко мноzому 91'YZOMY) - ПРАВИЛО, называемое ЦЕПНЫМ. 
МЫ сначала сформулируем ezo, nomOM начнем им nо ..... зоваmЬСя и наконец gокэжем ezo 
истинность . 
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Цепное правило оGъясняет, как gиф­

фереНL\U\'овать СЛОЖНЫЕ ФУНКL\ии, 
то есть такие , которые nолучились 

nоgстановкой оgной ФУНКL\ии в gpyzую 

(см. с. 44-47). Например, 

h(x) ; r;fL' 

3весь внутренняя ФУНКL\UЯ и( х) ; 2х, 
а внешняя и(и) ; е". 

Цепное правило 

~ gифференL\U\'ования СЛО)I(НОО ФУНКL\Uи ых) ; и(и(х)) 
выполните слegующие шаzи: 

1. А,ифференL\U\'уйте внутреннюю ФУНКL\ию, 
то есть найвите и'(Х) . 

1. Рассматривая в качестве nеременноС! всю 
внутреннюю ФУНКL\ию и(х), gиффереНL\и­
руйте внешнюю ФУНКL\ию по и, то есть 

найвите v'(u). 

3. Перемножьте результаты 1 и 2. 

4. и наконщ замените U на и(х) 
в v'(u). в символьном выражении 9то Gygem 

h'(x) .. и' (х) . и'(u (х» 

Мне не нужен 

КЛЮЧ t мне нужна ... 
9 ... фО\'мула! 

Отлично! "тот 
КЛЮЧ n09xogum 

и к холoguльнuку! 

"то -

Правило на первый взzляg nyzaem, но на са­
мом gеле все не так страшно: HY)I(НO просто 

умножить nроизвоgную внутренней ФУНКL\ии 

на nроизвogную внешней. 
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При мер Возы"ем h(,,) ~ ezx, о котО\'ой уже zо~О\'илос. ~ыше. Пошэzо~о : 

1. и'(,,) ~ 2 

2 . v'(u) ~ е " 

'3. Проuз~egение 2е " 

<1. Поgсmэ~им и(,,) ~ 2" ~Mecтo 
U и пол учим nроиз~оgную 

При мер 6(,,) ~ sin(,,2). Внутрен­
няя фУНК,,"Я и( ,,) ~ ,,2. Внешняя фУНК,,"Я 
v(u) ~ sin и. 

1. и'(,,) ~ 2" 

2. v'(u) ~ cos u 

'3. ПРоuз~egение 2" cos и. 

<1. ПоgсmЭ8им и( ,,) ~ ,,2 8место 
U и получим npоиЗ8ogную: 

6'(,,) ~ 2" COS(,,2) 

Что Мне нagоело. 'tmO 

lЛУЧUЛОlЬ? ,о МНОй 06рэщаюmtя 

как , мере.менной r 
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Пон.ните: на шаzе 2 всezgэ 
щащайmиь ,О s,ea внутренней 

<!'yнкцuell цeлul<OМ IC3К 

, nеременноо! 

Еще одии примерl 

f(") ~ (2,,' + 3)· 

Внymренняя функция: и(,,) ~ 2х:' + в 
Внешняя функция: V (и) ~ и· 

f'(,,) ~ и'(,,) 9'(и) ~ 

~ (,,,2 . ви' ~ 

3gu. цепное nРЭ8ило nОЗ80ляеm нэм 
gиффереНЦUPО8эm. чуgО8ище - мноzо­

член 24-й cmeneнu, gэже не рэсклаgы-

8ЭЯ ezo nрeg8ариmельно. 



Производные 06ратных функции 
Цепное n\'Эsuло noмozaem malOl<e найти 
npоuзsоgную 06j>эmной функциu f -'. 
Kozea uзsиmна nl'оuзsоgная f. 

при мер ПУlmь и(х) ~ гх. uлu x -t- , mozea 06j>эmная функция V(U) ~ и 2 • 
В эmом lлучае lложная функцuя f(x) ~ v(u(x)) ~ х, u очesugно, чmо 

f'(x) ~ 1 

Но цепное n\'Эsuло еает нам еще ogну 

ФО1'мулу ем f'(x) : 

f'(x) ~ U'(x)v'(u(x)) 

/ I "'" 
uзsиmно неuзsиmно uзsиmно 

ПI'U1'аsняs оену Ч3lmь К 91'yzoo, nолучuм : 

9 ... э чmо 
11\'0"3009em. или 

09I.1Н tA3 множumeлeti 

... 1'"''''' О? 
\( 

d ' d d ' 1 ~ -- (х')-- (и') ~ 2u-- (х') ~ 
dx du dx 

, d , 
~ 2х'-- (х1) 

dx 
, 

т enepb \'ЭЗ9елuм на 2Х', чmoGы 
найти nl'оuзsogную: 

uлu 

d , 1 
--(x,)~--, 
dx 2хТ 

110 

~!~!Дэ8эа 

6увен. t'tUmamb. что 
mЭКОZО нuкozga 

не tлyчum'jI! 



Те же шзzи можно l1\'09елэть еля и( х) ~ 
~ х'/" и и(и) ~ и". Тоzeз f(x) ~ и(и(х)) ~ х, 
и, слegоs:аmельно I 

1 ~ и'(х) и'(и (х)), коzeз и'(и(х) '" о 

~ и'(х) . n(х"")"-' 

и'(х) ~ J.. (х"")'- " ~ J..x.L;."-n n 
1 .L _ , 

;:'n х " 

или х", О 

То, что мы tetlчзt n\'09елэ,", еля х"" и и", 
можно tеелэть еля ЛIO&ОЙ nЭ\'ы 8ззимно 
oGpэтных ФУНкций f и f -', чтоБы нзйти 
(f-')" n\,оиЗ80еную оG\>Этной функЦ<щ 
че\,ез f': 

x~ f(f -Yx)) 

1 ~ d~ f(f -'(x)) 

Вот как 9то 6уеет 8ыzляееть нз Zf'Эфике . Поtкольку 8 06Узтной фУНКЦLШ х и у меняютtя 
митзми, нзклон 6. у/ 6.х нз Z\'зфике f n\,е8f>Эщэетtя 8 6.х/6.у нз Zf'Эфике f-'. Что6ы 
нзйти I1\'З8ильную точку еля 8ычиtления (f-')" nyuеemtя nоБеzзть по Zf'Эфику ... Но не 6и­
noкoametb! СКО\'О МЫ увие"м 9I'VZУЮ КЭf'тинку , из котО\'ой 8te tтзнет Z0f'Э3ео яtнее. 

нзклон ~ т~ f'(b) 

а 

нзклон ~ (f- '), (а) ~ J.. _ 1 m - f'(b) , 

у ~ f(x) ь а 

у ~ f-'(x) 

Пока что еЗ8зйте I1\'OtmO 80tnользуемtя фО\'мулоо, nоеtтЗ8ЛЯЯ 8 нее oGpэтные функции 
еля нзхожеенuя иХ n\'ООЗ8О9НЫХ. П\,оtтотз \,езультзт08 гзt уеи8ит ... 
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Используем формулу вля nl'оиЗ8О9НОЙ оGj>атной 

функции , чтобы получить n1'оиЗ80вную 

ЛОГдРИ<Р/М, ДРКСИНУСД И дРКТдНГЕНСд. 

1. Возьмем f(u) = е" и f-'(x) = /п х. Tozea f'(u) = е", и 

~ /п х= _1_= г7l 
dx е/n ' L..::.J 

1. f(u) = $in и, f -' (х) = arc$in х. f'(u) = СО$ и 

d: (arc$in х) = СО$ (ar~$in х) 

СО$ и = ";1 - $in' и, слев08ательно, 

СО$ (arc$in х) =..; 1 - $in'(arc$in х) = 

dd (=", х) _1 ' 1 , 1 
х 1 - х 

Как 8ычислить косинус 31'ксинуса х ? 
Вспомним, что $in' и + СО$' и = 1. 

3аметим, что звесь можно спокойно uзвлекать К8ае1'атный корень: значения 31'ксинуса 

занимают интер8ал от -тт/2 во тт/2, а 8 9том инте?8але косинус положителен. 

1. f(u) = tg и, f -'(x) = arctg х. f'(u) = $ес' х 

d 1 
dx (arctg х) = $ec'(arctg х) 

Тl'иzонометl'ическое тожвест80 
$ес' x=l+tg' х 
вает нам 

$ec'(arctg х) = 1 + tg2 (arctg х) = 1 + х' 

d: (arctg х)= ~ 
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Просто zоюва 

1J9ет КPYZOM, 

npaEl9З ? 



Кзк ст\'3ННО ... Тpuzономetl1уичuкие 
функции и ,КlnOHeнты nО9GU\>3ют сеБе 

nуоиЗ~О9ные иСl<Л!Oчительно «c~oezo 

КУу2З». Д ~oт у их O&PA"rnbIX функtJ,Uй 
nуоиз~оеные состз~лены из оБычных 

МНОГОЧЛЕНОВ и KBAA,PA"rnbIX КОРНЕЙ. 
Кзк ,то МОZЛО nуouзойти? 

ПУЯМО 
geтeкmи~! 

d~ (arcsin х) ~ 1 
л ~ 

&ольше ~cezo У9и~ляет, нз~еуно, nуоиЗ~О9НЗЯ лоzзуифМЗ: х -. скоуее MOJI(НO nуинять ЗЗ nуоиз­
~О9НУЮ степенной фунКtJ,Uи . 09НЗКО степенное nуз~ило J. (х П) ~ пх П-' 9зет нзм nуоиЗ~О9ные 
только 9ЛЯ ,КlnoHeнт со стenенью, ОТЛИЧНОЙ от -1, поскольку J. (х О) ~ о. 

Нзтуузльный лоzзуифМ 

и9езльно ззnолняет ееин­

ст~енную 9ЫУКУ ~ списке 

степеней: 
f(x) 

х 

хО ~ 1 

In ;1( 

х - ' 

f'(x) 

о 

;1( - ' 

ит ·9· 
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примеры производных, которые 

можно наити с помощыо цепноrо правила 

1. h(x) ~ х*, Zge т и n - ~e"ыe чис",,_ 
" .1. " 11 .. (х n )т t слegоs:аmельно, 

_нymренняя функ~я' и(х) ~ х!; , и'(х) ~+x!;-' 

_нешняя фунщия' и(и) ~ и·, и'(и) ~ ти·- ' 

h'(x) ~ и '(х)и'(и(х)) ~ (1... х !;-')(тит- ') 
n 

~ (1...x!;-')(т(x!;)~') 
n 

;:. т x~-1 
n 

l>fJ! Опять 
цепное 

n!,а_ило! 

1.. f(x) ~ аrсtg(зх) 

6нym!'енняя функ~я' и(х) ~ 3х, и'(х) ~ 3 

6нешняя фунщия' и(и) ~ аrщ и, и'(и) ~ 1 + и' 

3 
f'(x) ~ и'(х)и'(и(х)) ~ 1 + и' ~ 

3. q( х) ~ f( ах), ZfJe а - константа 

6нym!'енняя фунщия' u(х) , ах, _нешняя функ~я f, 
иegовзmельно, 

g'(X) " af'(ax) 
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4. F(x) ~ ";1 - х' 

6нymренняя фунщия' и(х) ~ 1 - х', и'(х) ~ -2х 

.L l ' 
6нешняя фунщия' и(и) ~ и ' , и'(и) ~Tи-'" 

F'(x) ~ -2Х(1...и-+) ~ -2Х(1...) (1 - х') -+ ~ 
2 2 

5. (7(х) ~ In (х' + х) 
6Нym\'енняя функ~я ' и(х) ~ х' + х, и'(х) ~ 2х + 1 

6нешняя функ~я' и(и) ~ In и, и'(и) ~ 1/и 

(7'(х) ~ (2х + 1)(1/и) ~ 

2Х+ 1 
~ 

х' + Х 

6. P(t) ~ (2 + t:" 2t')'" 

6нym\'енняя фунщия' и(х) ~ 2 + t + 2t', 
и'(х) ~ 1 + 6t' 

6нешняя функ~я' и(и) ~ и"', и'(и) ~ ~ и-'" 

P'(t) ~ (1 + 6t'X ~ и-'/') ~ 

~ : (1 + 6t') (2 + t + 2.t') -'/' 

7. и(х) ~ а(х)) , 9'" лю60а 9иффе!,ен~уе­
мoi1 фунщии f и лю60Z0 !,а~ональноzо n 

6нym!'енняя функ~я f(x), nроиЗ_О9ная f'(x) 

6нешняя фунщия' и(и) ~ и", и'(и) ~ nи'-' 

" nf'(x) (f(x)) "- 1 



Вот мЫ и нашли nrоиз~ogные ~cex 9лементарных функциа ... На их OCH~e MO)I(НO nост\>оить 
nI'ОUЗ~О9НУЮ люБоо функции, nОЛУ"енноа сочетанием 9лементаl'НЫХ nl'U nомoщu сложения, 
умножения , 9еления и композиции. Мы oG\'ели силу! 

в nl'@ocXogHOa 
степени! 

и 9а, мЫ умеем 9иффеl'енЦU\'о~ать цепочки 9линнее 9~YX функциа: HY)l(НO nl'0cmo 
nеl'емножuть ~ce nI'ОUЗ~О9ные! 

~ v(u(y(x(t)))) dv du ~ dx 
dt du dy dx dt 

Или, или ~Ы nregnочитаете 9I'yzую 

систем у записи : 

или f(t) ~ v(u(y(x(t)))), то 

f'(t) ~ x'(t)y'(x(t))u'(y(x(t)))v'(u(y(x(t)))) 

Пример с тремя функциями 

(Внyml'енняя функция: u(х) ~ х 2, С?egняя функция: v(u) ~ е", 
~нешняя функция : g(v) ~ sin v) 
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Мы zom08bI 



И к этому 

ZOmOBbI? 

x+h 

-
f 

-

-
h 

_ .. 

• 

• 

.. f(x + h) 

llf 

f(x) 

Вы же помните . ~тo мы еще 

не g<ЖЭзали исntННОСТЪ 

СдН>.ОГО ЦЕ11НОГО ПРАВИЛдI 

'tтобы ezo gоказать. eaBa~­
те раамотрим nроuзвоgную 

f на картинке l парамельны -
ми ОlЯми • 

O~ ... куеа 
gевалэсь 

nроизвоgная? 

'tmo такое на это~ картин­
Ke llf/h? Слева - тO~Kи Х 
и Х + h. а lnpaBa - «цели». 
или отоGpaжения UlXogHbIX 
точек f(x) и f(x + h). 

Слegовательно . зgиь I'Эзностное отношение llf/h BbIcmynaem в роли МдСUJТдБИРУЮЩЕГО 
КО9<Р<РИLЦAЕНТА. на Koтopы~ умножают h. чтобы nол~ить llf. 

9тот коэ",,,,ициент 
может раlтянymь. 

сжать или инверт"l'О­

вать раатояние межgу 

точками х и Х + h. 

-

llf > 1 
h 
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llf < о 
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'1то n\,оисховит n\,и h--+O? Не \,азzляgишь, gce такое М2./>Хое ... Дagaame nOZOgO\'иM 
о МAlФIХ РММЕРдХ. 

Все \'З3ме?Ы 01}lОСИ­
ТЕЛЬНЫ. OGbeКm может 

Быть маленьким только 

по С\'аgнению с чем -то 

g?YZUM. МЫШЬ мала по 
С\'авнению со СЛОНОМ, 

но та же мышь nyzaem 
своими \,а3М2.\,ами 

БЛОХУ ... A{'JI мыши 
Блоха - мелкая, а gля 

слона Блоха вооБще за 

n\,egелами ВОСn\,иятия. 

" . 
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То же и, чи",ами . Мъl хотим ,читать оБычные чи,ла Вf'oee а и f(a), как и ,лонов, ча'тью 
мaК!'0МLl!'a. (A;J, я знаю, они UHozga Бывают I'авны нулю, но oIiычно-то нет!) 

Мы nl'egnолаzаем, что nl'U\'ащение h мало 
по qaвнению , чи,лами-,лонами Вf'oge 1. 
В oIiщем и целом Буgем называть O6'beКm 

МЫШЫО, или он t:Ъeжuвает,я , той же 
,коро,тью, что и h, то ить или 

lim (мышь) ; о 
'-о 

Слegовательно, h', h' и h,n - Блохи. 
В конечном umoze n\'U h ...... о они в,е малы� 
по qaвнению , h. 

) 

i 
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&ЛОХОЙ , точки Зl'ения математики явля­
ет'я в,е , что мало gаже по qaвнению , h. 
Han\'UMe\', h' - Блоха: или h; ТОЬО, то 
h' ; I~O от 10~ ,на,только же мало по 
qaвнению , h, ,коль h мало по 'l'авнению 
, 1. &уеем называть O6'beКm &ЛОХОЙ, или 

lim 
'-о 

Блоха 

h 

Heno'l'eg,mBeHHo из Оn!,egелений ,лegует , 

что : 

Блоха 

h 
; мышь 

h . мышь ; Блоха 

... 
~ . 

. ~ 



А теперь еавайте запишем 

оnpegеление npоизвоgной В 9тих 

зоолоzичиких терминах: 

Умножим oGe стороны на h и получим 

t::..f ; hf'(x) + h . мышь, а слegовательно, 

lim t::..f ; f'(x) 
"_О h 

lim (t::..hf - f'(x)) ; О 
"_О 

t::..f _ f'(X); мышь 
h 

t::..f; М'( х) + 'РАОХА 

це мы�u,' 
,овеf'Шенно 

ogUНЭ"OSI>I€, 

ию не "{Urnaml> 
npезренной 

'лохu ... 

Послegнее уравнение я называю ФУНДАМЕНТАЛЬНЫМ УРАIЖЕНИЕМ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
дНдЛИ3А. (Конечно, никто gpyzoa ezo так не называет, n09moMY не жgите, что вас спросят 
OG 9том на 9кзамене ••. ) Оно мне нравится потому, что все ezo компоненты - маленькие. 

Оно nOMozaem рассматривать функции «в мышином масштаБе» на очень коротких интерва­
лах. ВоoGще-то оно мне так нравится, что я сейчас напишу ао снова, очень кpynHO: 

Af ~ hf'( х) + БЛОХА 
Большое 

уравнение. о 

мзлеНbI(UХ 8е.щэх! 

На zpафике 9то означает сле­

gующее: ПО мере mozo как h 
становится все меньше, 

расхожgение межgу кривой 

у ; f( х) и касательной к ней 
становится npенeG\>ежимо 

малым, Bcezo лишь Блохой по 
сравнению с h. Если npugBU­
нуться совсем Близко и рас­

сматривать nроисхоgящее nog 
Большим увеличением, КРИВдЯ 

СТдНОВИТСЯ ПРАКТИЧЕСКИ 

НЕОТЛИЧИМА ОТ ПРЯМОЙ. 

, , 
:~( ---h----7): , , 
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Блоха т 
t::..f т 

hf'(x) 

1 



На картинке с nарамельными осями 9то означаеm сл~ующее: в nр~еле, по мере mozo как 
h сmремиmся к О, можно замениmь масшmаБирующий КО9q>q>ициенm t::..f/h на f'(x). Иными 
словами, q>ункция f МАСШТд&ИРУЕТ НЕ&ОЛЬШОЕ И3МЕНЕНИЕ х КО9ФФИUj.4ЕНТОМ f'(x), 
плюс расхо"'вение, KomOf'oe сmановиmся nрене6\>ежимо малы� • • 

&лоха? 

Ка"", -
h ' 

Мо::к:но LlZHO?U­

роваmь ПО мере 

mozo, как h-tО! 

\ 
t::..f ~ f'(x) h + Блоха 

х _____ 

На 9том рисунке Cf'ЭЗУ вивно, почему nроизвоgная о6раmной q>YHКUUU именно mакая: 06раmная 

q>ункция f -' РА380РДЧИ8АЕТ О&РД1НО СТРЕЛКИ q>ункции f. ЛюGое масшmаБирование, KomOf'oe 
nPововит q>ункция f, q>ункuия f-' НЕЙТРМИ3УЕТ. 

f масшmаБирует неБольшое изменение t 
КО9q>q>ициенmом f ' (t) (nримем f'(t) * О) 

t ----___ ...... ~ f(t) 

t::..f " f'(t)h 

РаЗВOf'оm сmрелок нейmрализ ует 

масшmаБирование КО9q>q>ициенmом 1/f'(t). 

(t::..f-') f -' k 

t ...... - ____ _ 

- х 

t::..(f -') - 1 k 
- f'(t) 

Но B~b nроизвоgная и есть масшmаБирующий КО9q>q>ициенm! Сл~оваmельно, nроизвоgной 
q>ункции ((-')'(х) gолжна Быmь q>ункция 1/f'(t), а поскольку t ~ f -'(x), получаем q>ормулу 
со с. 111 : 

120 



A(IЯ LIenHOZO nра6ила l<ЭPтина аналоzичная. Теneрь у нас 96е q>yнIЩUU, U и v. Внутренняя 
q>ункция U наХO(jится сле6а, так как она 6ычисляется neP6oo. Мы хотим у!!и9еть nроuз-
6О9НУЮ q>yнIЩUU f, тaKO~, что f(x) ~ v(u(x)). 

~ 

~ 
-

x+h 

h l:I.u l:I.v 

х -
u .. 
~ 

и(х) 

v(u(x)) 

39есь 6еличина h масшта9"upуется 96аЖ9Ы: сначала K09q>q>uцueнmOM и' (х), а потом K09q>q>u­
цueHтOM v', 6ычисленным 6 точке и(х). Cyммapны~ 9<1><1>eкm оБеих q>yнкцu~, тaКUM 06\>Эзом, 

заключается 6 масштаБUPО6ании hПРОИ38ЕА,ЕНИЕМ u' (x)v'(u(x)), так что 9то, 6и9имо, 
и есть nроиЗ6O(jная q>yнKLIUU f 6 точке х. (ПРe(jста6ьте себе, что 6Ы сначала У96аи6аете, 
а потом утраи6аете что-то: результат БУ9ет тот же, как если бы 6Ы сразу умножили 

на шесть.) 

-
и масштаGируется и I v мзсшmа6U?уemся v' 

-
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l:I.u " и' (x)h 

l:I.v " V'(U(X))l:I.u 

" v'(u(x)) u'(x)h 

отсюgа мы 6и9им, что 

масштабupующи~ K09q><1'"LIueHm -
а СЛe(j06ательно, nРOUЗ6O(jная - сложноо 

q>YНKЦUU ра6на u'(x)v'(u(x)). 
А 9то и есть цепное nра6ило! 

f'(x) с и'(Х) V'(U(X)) 

Что и треб06алось 9окэзать, типа! 



3адачи 

1. Пусть f(x) ~ х' и 9(U) ~ cos u. Как Буgет выzляgеть f(9(u))? Д 9(f(x))? Нарисуйте 
zpафики оБеих сложных ФУНКЩJй . Каковы их nроизвоgные? 

2.. Пусть u(х) ~ -х' и v(u) ~ е". Вопросы те же, что в заgаче 1. 

~. ДифференЩJpуйте: 

z. P(r) ~ (r'+ 7) '0 

6. 9(Х) ~ (cos х - sin х)" в. q(r) ~ (r'+ 7)-'0 

4. Пусть f gифференЩJpуемэ. 
Покажите, что 

1х ln (f(x))~ f'(x)/f(x) 

"тот реЗУllЫ'nат, вместе с формулой 
ln (аЬ) ~ ln а + ln Ь, UHozga ynpощаem gиф­
ференЩJpование, осоБенно если в фУНКЩJи есть 

умножение и gеление. Возьмем, Hanpuмep , 

у ~ х' cos х, так что 

ln у ~ 21n х + ln(cos х) 

Дифференцируя по х, получаем 

у' 2 sin х 
y~x- cosx 

Мы получили выражение , зависимое от у 

(с чеzо и начинали!), так что menepb можно 
умножить оБе части на у, чтоБы найти у' : 

y'~(~ _ sinx )x'cosx 
х cos х 

~ 2х cos х - х' sin х 

<;. nPUMeHume Memog лоzарифмическоzо 
gифференL\ирования К этим функциям: 

3. f(x) ~ х 'е« 1 + х) -'" 

6. 9(Х) ~ хГ< 

6. Покажите , что если F,(h) и Р,(М -
Блохи, то Р, + Р, также Блоха. 
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и. v(z) ~ (sin (z)' + 2) -11, 

1з. Если f(x) ~ 2 + sin х, какова 06\>3тная 
ФУНКL\ия f - '? Нарисуйте ее zpафик в nogхоgя­
щей оБласти оnрegеления и Haagume 
(f - I) ' (Х). 

nogсказка: напишите уравнение 

у ~ 2 + sin х и решите ао относительно х. 

6. То же gля f(x) ~" х' +1 . 

в. Картофелину, имеющую комнатную тем­
пературу (2<;0 С), клзgут в gYXOBKy, Hazpe­
тую go температуры 27<; 0 С. Температура 
картОфелины Т через t минут вычисляется 
по формуле: 

T(t) ~ 2<; + 2<;0 (1 - е-О'''') 

3. Нарисуйте zpафик этой функции. Как Быст­
ро наzpеваemся картофелина (в zpзgусах в 
минуту) через 10 минут? '1ерез 20 минут? 
'1ерез 60 минут? '1ерез 100 минут? 

6. Сколько времени nонаgоБится картофели­
не, чтоБы gостичь температуры 274 0 С? 

9. Какая из этих ФУНКL\ий - мышь? Какая -
Блоха? Д какая - ни мышь, ни Блоха? 

3. h3/2 

6. h'/2 

1 - h' 
в. h 

z. sin h 

9. h cos h 



Глава 4 

ИСПОЛЬЗ0ваиие производиых, 
часть 1: связаииые скорости 

~gecb мы nогоElOРИМ О реЭ/tbНОМ мире 

Цепное nf'авило -
эmо не nf'ocmo фОf'­
мула 9ЛЯ наХОЖ9ения 

nf'оиЗВ09НЫХ . Оно 

mакже nOMozaem 
РЕШДТЪ 3ЦдЧИ. 

Прнмер 1. 

f1I~"i'I~,'k -< Разумеется, 
я gумаю! 

Самолеm леmиm на nосmоянной Высоте 3 км. Ezo nеf'egвижение оmслеживаem наземный f'Э-
9Эf'. 8 Оnf'egеленный момеНт В\'емени t o nеf'сонал f'а9Эf'НОЙ стан,,"и измеf'яеm f'ааmояние 
90 самолеmа и оGНЭf'уживаеm, чmо оно f'авно ? км. "то f'ааmояние соК!'ащаеmся со CKOf'O­
сmью 320 км/ч. С какой СКOf'осmью леmиm самолеm в момеНт В\'емени t o? 

f)'(to) ; - 320 км/ч 
Чему f'авно s'(to)? 



В любой момент ~eMeни \>Эgar нахоgиmlЯ ~ yzлу nрямоyzольноzо mреyzольника OPQ l ZU­

nотенузой //(t). Еии 5(t) - zор"изонmальное nеремещение lамолemа ~ момент ~eMeни t, 
~OnPOl: чем у pa~Ha 5' (t), П1'оиЗ~09ная От s? 

Верояmно, ~Ы уgи~лены: ВЖЖЖЖJКЖЖ! 

как найти 5'(t), если мЫ ,-,,~. 
ПОНЯТJ.IЯ НЕ ИМЕЕМ, как 

~ыzляgиm ФУНК4ия s? ' < Р 
Можеm Быmь, nилоm 

, I 
, I 

разzоняеmlЯ и тормо-

зиm, как nьяный! //(t) 
, , 

, I , 
13 км , 

, , , , , 

~~ ~ ~ft= ~ . . # . «. со ,- -. , 
о ( 5(t) ~ Q 

Но мЫ знаем ~oт чmо: 

р1 _ s1" 3 1 , а mакже 

//'(t) ~ -320 
о 

~же если мы не знаем ФУНК4Uй 5(t) и //(t) , nep~oe ypa~HeHиe l~язы~аеm их nроиз~оgные. 
По 4еnному nра~илу мы можем gиффереН4U\'0~аmь ~agpam ФУНК4Uи: i (f)1 ~ 2f'f 
(lM. П1'имер 7 на l. 114). Проgифферен4U\'уем: 

2////' - 255' ~ О , 

э значит, 

5' ~ ////' если 5(t) '" о. 
5 

Слegо~аmельно, ~ момент ~eмeHи t o 

Мы ~ычииили 

lKopolmb lамолеmа, 
наХ09ЯlЬ на земле! 

Проuз~оgные 5' и //' назы~аюmlЯ СВЯ3дННЫМИ СКОРОСТЯМИ. 
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ДИфференцирование неявнои функции 
8 npegыgущем nl'UMel'e Y\'a~Heниe Р ' - $ ' ; 9 НЕЯ8НО ПОА,РА-:JУМЕВдЛО сооmношение межgу 
nl'оuз~оgными Р и $. Поиск 9mozo сооmношения назы~аеmся А,ИФФЕРЕНЩ-1роgдНИЕМ 
НЕЯ8НОЙ ФУНКЩ-1И. МЫ нахogим nl'оuз~ogные, не ~ыnисы~ая ~ я~ном ~ивe ни ogной 
из функций. 

При мер 1. У1'Э~нение 

OnUCbI~aem ОК1'ужносmь 1'аеиуса 1 с "ент1'ОМ ~ 
начале КОО1'винат. ИЗ 9mozo У\'авнения слegуem, 
чmо у - овна из ввух возможных функ~й ,,: 

у; v 1 - ,,' или у; -..; 1 _ ,,' 

То есть веl'ХНЯЯ и нижняя пол УОК1'ужносmи . 

Инощэ лучше 

нзмекэrnь I чем 

ZOlJopumb Я8НО •• • 

Можно Gыло GbI найти у'(,,) gиффеl'ен"U?ованием 9тих ква91'атных КО1'ней, но 9то 
Gygem мучиmелыю и Нек?асиво. 8место 9mozo НЕЯ8НО npogиффеl'ен~уем исховное 
У\'авнение по ,,: 

" ' +if;1 

1." + 2уу' ; О и, таким оGPэзом, 

у' ; _.2!.. (Kozga у ~ О) 
У 

или 

~ за~исимосmи от mozo, какая nОЛУОК1'ужносmь 
выGPэна. С1'авните с nl'UMel'oM 4 на с. 114. 

11.7 



Другие примеры связзнных скоростей 

1. IAЗl'езеl'ВУЗ?З,l'аlnОЛОЖенноzо на беl'егу моря, nogmeкaem в Bogy нефть l nОlтоянноо 
lКОРОlтью 1. барреля в минуту. rl'ynna очиlтки, желая ограничить I'аlnолзание нефтяноzо 
пятна l помощью цепи поплавков, хочет знать, как БЫlтl'0 1'Эlтет gлина ОКРужности 
пятна. 

изменения 06'Ьема 

Наати: C'(t), lKOPOlmb 
изменения gлины ок?УЖНОlти 

Пl'egnоложuм, что Нефтяное пятно имеет 1'Эвномеl'НУЮ 
nОlтоянную толщину, так что его nлощаgь А npon01'l.\Uo­
нальна оБЬему. Еlли ogUH баррель (brl) нефти nOКPbIBaeт 
300 ква91'атных метl'ОВ nOBel'XHOlmu BogbI, mozga в мо­
мент времени t 
A(t) : (300 м'/ brl) • (1. Ьгl/мин) . (t мин) : 600t м' 

A'(t) : 600 м'/мин 

A'(t): 1.1тr 1.СЩ C'(t) -~ C(t) C'(t), так что 

C'(t) тr А' 600тr 
: C(t): C(t) м/мин 

Kozga, Hanl'UMel', gлина 0К1'УЖНОlти 
пятна I'авна 1000 м (С : 1000), 
она 1'Эlтет lO lКОРОlтью 

600тr "0,6' 3,1416" 1,99 м/мин 
1000 
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Так ... у кого­
НU6'У9Ь ить 

ПРО&КА? 

Связанные lK0I'0lmu полу­
чаем иlхоgя из того, что 

Нефтяное пятно имеет 

форму nолукрyzа: 

С: тrг, А : tтrr" 

так что 



4. А,еАЪта АЪет gogy g коничакиа ~тaкaH gbj~OmOO 
в ~M ~ еиаметром gepxa 6 ~M. 06Ьем gogbI g ~тaKaHe 
g момент gpeMeнu tpageH V(t). Как Бы~тро nog­
нимаem~я УРОВЕНЬ gogbI, али gыразить ezo через 
V'(t)? 

--3-- 06Ьем gogbI gыражзem~я через 

(1) V; trrr2h;trr(i h)2h; 

__ 1 тт (.1..)2h' 
- 3 в 

Теперь gиффереНL\LIPуем по t: 
ИЗ nоgоGия 

mpeyzoAЪHUKOg 

получаем 

r;.1..h 
в 

V' ; h'rr( i )2h2, 

откуеа 

Щh'; 64V' 
9тrh2 

Например, али goga АЪem~я ~ 
nо~тоянноа ~коро~тью 1 О ~M' k, 
mozea npu h ; 4 ~M 

Мы узреЛLl G'иконечноltYlЬ 

8 стакане 8"9Ы '" кто Gbl 

МО' nogyмamb •.. 
'-----1 

h'; 64 ·10 
9тт . 16 

" 1,41 ~М/~ 

" 640 " 
4?Z,4 

K~тaти, nogyмaa о моменте, Kozea ты 
тоАЪКО начала лить gogy и h ; О. Виgишь ли 
ты, что g 9тот момент h' &ЕСКОНЕЧНА?! 
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д потом 

nфф! .. 

и она 

uсчезла! 



5. Вот еще ogUH nl'UMel' с тl'еyzольнuкэмu. Самолет - ва, опять - летuт на ~ыcoтe 
'3 I(}Л {;О СIC:О?осmью s'(tJ. На6"люgэmель записывает полет самолета на sueeo u хотел Бы 
знать. как 6ыст?о нэgо менять УГОЛ, nО9 которым камера cMomyum 8 небо, Kozea Этот 
yzол I'a~eн 60· (тт/? I'авиан). 

:- - ----------------~ ---------- - --~::~~ , .... 1~ 
: ,.... : 
I "," I 

, .......... ' .. 
:~ "", 
I "'\ .... 

-' , -' , , , 
Чему \'3~Ha Э'(t), 
Kozea Э ~ тт/'3? 

лr:~,~,""'" 
~, ___ ... =..u..-4:I::,;~--___ ~: -__......_-. -.---"4;".----<.. > 

5 - zО\'uзонтальное смещенuе самолета 

относuтельно наGлюватем. Соотношенuе 

межву 5 U Э иееующее: 

5' 
Э'5ес' Э ~T 

Делuм на 5ес' Э (HUKozea не \'3~ный 
нулю): 

(1) Э' ~+ 5' С05' Э 

Ну-ка, nочешu 

noeGO\'0EjOK U му9\'0 
nOKu~aa, ,то вм 

закэ9\'О~ЫХ СЬемок! 
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!Ослu скО\'ость самолета \'3~Ha - 71.0 км/ч 
~ -11. км/мин', а Э ~ ТТ/'31'авиан, то 

СО5 Э~ Т, 5' ~ -11., u 

e,~_1 .(_12)._1 ~ 
'3 4 

~ -1 \'3виан ~ минуту ~ 

~ (-1)' 610 "-0,01667I'авиан ~ секунву· 
Vzол уменьшается со скО\'остью 0,01667 
I'авиан ~ секунву, то есть nl'uGлuзuтельно 

1 Z?aeyc ~ секунву. 

• СкО\'ость отРUL\3тельна, Ko~a самолет 
nрuGлижается К наGлюеателю. 



Ключ к заgачам о tвязанных tкороtтях, как и К любым gpYZUM заgачам, - выразить Bte, 
что знаешь из формулировки заgачи. Еtли вtкроетtя tоотношение межgу gвумя функциями, 

gифференцируйте ezo неявно, чтобы выразить оену nроизвоgную через gpyzую. 

р - четвертая буква латинtКоZо аЛфавита, 
а s - gевятнаgцатая. е и тr - буквы zpечикоzо 
алфавита, но я не знаю, какие они по nоряgку, 

а лезть и tMOmpemb мне лень. Теорему Пифаzора 
назвали в чить Пифаzора CaMOttKOzo. Он tчитал, 
что tущитвуют только целы�e чиtла и их tO­

отношения, и был В шоке, обнаружив, что 12-
иррациональное чиtЛо. Теорему Пифаzора gоказа­

ли tOmHU раз математики tO BteX концов tBema. 
Презиgент США #e~мt Гарфилg, математик­

ЛЮбитель , нашел gоказатеЛЬtтво, аналоzичное 
траеиционному кита~tКому gоказатеЛЬtтву. 

Самолет изо6рели 6ратья Pa~т 

в 1903 zogy ... 

Вот еще примеры неявноzо gиффе­

ренцирования, уже не gля заgач. 

В них нужно выразить f' через f, 9 
и 9' (Bte они - функции от nepe­
мeHHO~ х). 

6. sin f ~ ln 9 

f' cos f ~з.:. 
9 

I10чему ты 

сразу не 

сказал? 

я не имел 

S вuеу - aGlo­
NOтно Ble, что 

знаешь! 

f' ~ 9' sec f 
9 

Kozga cosf* 0,9* О 

Вот что я еще знаю: гopд~AP 
лezче кpymt.lmb PY"IKy машuны, 
чтобы !Jым,али форt"УАЬ1. чем 

зэнuмаmы::я аGtl'l1РЭIOrlНЫМ .,--_-'-__ -1.". 

7. f' + 92 ~ Х 

Дифференцируйте по Х: 

3f'f2 + 29'9 ~ 1 

f' ~ 1-з~~'9 , Kozga f* о 

8. t9 2 f + tg f + 1 ~ 92 

f'(2tg f)(sec 2f) + f'sec 2 f ~ 29'9 

f'(sec 2 f)(1 + 2tg f) ~ 29'9 

'_ 29'9 cos 2 f 
f -1+2tgf ' 
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Koz9at9f*--} 



3аАачи 
1. Чаша в фОрме полусферы, zлуБ"ны (" 
р3в"уса) {(, "меет oGьeM 2rrR'/? Еии в ней 
налита вова и слоа вовы имеет zлуБину h, 
oGbем вовы равен 

V ~ rr(Rh 2 
- ~ h') 

тока что примите Это на веру. Я f/Окажу 
это с помощью ynpажнен"я в О9ной из 

nослееующих ZЛ3В.) 
Есл" вову наливают в чашу со скоростью 
V'(t), mozf/a как ВЫZЛЯf/ит h'(t), выраженная 
через V' и h? (Не заБываате, что {(­
константа!) 

r-----+-----~ · ·R-h 

h 

2. По проволоке, свернутоа в форме 9Munca, 
ползет жук. 7миnтическое уравнение: 

2 у2 
к..+-~1 
а2 Ь 2 

g КЗЖf/ыа момент времен" t КООРвинаты 
жука x(t) и y(t). Независимо от вива 
ФУНКЦ"й x(t) и y(t) всща выполняется 
равенство 

(X(t))2 + (y(t))2 ~ 1 
а2 Ь2 

Найвите выражение, связывающее х' и у'. 

ь -. 
у 

а 
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хвост, oGfЭзуem uвеэльную 

окружность. ЕlЛU 9лuна змеи 

уменьшается со lкorОlmью 

(.' lэнтLlмemроs s час, как 
GbICm?0 сокрэщэemся nлощзвь 

oG"BegeнHozo ЗМеей Кf'yza? 

iAHblМU слоsамu, выразuте 

Д' через С' u С. 

4. Лестница f/ЛUНОО 17 м приставлена 
К высокой стене. Но""," лестницы 

отъезжают от стены со скоростью 

1 м!с. Как Быстро скользит 
верхняя точка лестниЦl>I 

вниз по стене, KPZf/a 
наХОf/ится на высоте 

12 м от земли? 

x'(t) ~1 

х 

? . Улитка ползет по стороне кsaвPaтa, 
равноа 27 см. Если улuтка переползает 
из точки А в точку 11 с равномерноа 
скоростью 1 CM/l, как Быстро она 
приБлижается К точке С в момент, KOZf/a 
nроnолзлз 10 см? Как Быстро она Уf/аляется 
от mочkU f) в этот .же момент? 

р r-_--:;;2;.;..7 __ ..., С 

27 

А 11 

у 



Глава 5 

ИСПОАЬЗ0вание ПРОИ3ВОАНЫХ, 
часть 1: оптимизация 

Kozga функции опускаются на самое gHO (иtlи gохоgят go самого 8ерха) 

в реаАЬНОМ мире часто nрuхоguтся ОnТИМИ3ИРОВАТЪ чmо-нuБуgь ... 9то значuт ... наати 
ЛУЧШИЙ спосоБ ~ЫnОNiенuя kakoa-лuБо раБоты. Мы хотим gоБuтыя ~ысшеzо 
каЧelт~а (и наuБОАЬшеzо КОЛUЧelт~а)! 

я хочу ~ыучиmь 

максимальный оСЬем 

математики {. 
минимаАЬНЫми затраmами! 
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я мozy 
помочь! 



ДonytmUM, компания занимаетtя Z1'узоnеРе8ОЗками и хочет минимизиrовать стоимость 

zорючеzо, наClвя оnтимальныCl маl'ШI'ym, на котором бувет иtnользоватыя минимальное 

количеtтво бензина. А нефтяная компания хочет tовершенно nротивоnолоJI<НОZО! 

9колоz, работающиCl t рыболовным фло­

том, хочет знать , каков максимальныCl 

улов рыбы, при котором nоzоловЬе рыб 

в море не бувет tни;t:Этыя. 

Во всех 9тих примерах оптимальное 

решение - такое , которое максимизиrует 

или минимизиrует значение некоторoCl 

функции. 

в 9той lдЭве 

мЫ Бувем 

гонятыя за 

МЭКluмальны,МU 

значениями! 

Т1ромышленник хочет получить маКtималь­
ную прибыль. 

Пpusegumе -ICЗ NW!. 

tmY9eJ.ima, LtJy<laюtцezo 
IIblCu.ryIO мэmемаmutc:у! 

Математика бувет вальше! ~ 

1?1. 



ЛОКАЛЬНЫЙ М~СИМУМ функции - 9то точКЭ а, ~ которой Z1'афик gocmuzaem ~еl'шины. 
8 ЛОКЭАЬном максимуме а функции f gля ~cex Х ~ некотором инте~але ~ОК1'YZ а ~ыnолняется 
H~~eнcт~o f(a) ~ f(x). ЛОКАЛЬНЫЙ МИНИМУМ с - 9то точкэ, ~ которой Z1'афик gocmuzaem 
ена, то есть такэя, что ~ некотором интеl'~але ~ОК1'YZ с ~ыnолняется Hel'a~eHcт~o f(x) ~ f(c). 
Сло~о «локаАЬНЫЙ» 0значает, что значение f(a) С\'а~ни~ается тоАЬКО с ближайшими к нему 
точкэми. 8озможно, сущест~ует 91'yzoa локаАЬНЫЙ максимум, Ь, ~ ОК1'естностях KOmOI'OZO 
f принимает более ~ЫCOKиe значения, то есть f(b) > f(a). ЛОКЭАЬные максимумы и минимумы 
буgем собupатеАЬНО назы~ать ЛОКЭАЬНЫми 9КСП'ЕМУМдМIA или ЛОКЭАЬными ОПТJ.4МУМдМIA. 

Факт I 06 экстремумах. Если а -
ЛОКЭАЬНЫЙ 9кст1'емум gиффеl'енцupуемой ~ 9той точке 

функции f, то 

f'(a) " о 

ДОКМДТЕЛl>CТ80. Пl'egnоло>кuм, что а - ЛОКЭАЬНЫЙ 

максимум gиффеl'енцupуемой ~ 9той точке функции 

f. Tozga gля малоzо h 

f(a + h) - f(a) 
h s О, Kozga h > о 

f(a + h) - f(a) ~ О, Kozga h < о 
h 

Слegо~атеАЬНО, nl'egел n1'и h ...... о не может 
быть ни nоло.жumельны�,' ни оmрuи,аmе.льны� •. 
Слegо~атеАЬНО, он l'a~eн HYNO. Если а локаАЬНЫЙ 
минимум функции f, то а также ЛОКЭАЬНЫЙ 
максимум функции - f, и nl'оиз~оgная ~ 9той 
точке также l'a~Ha о . 

3еесь а и Ь - локальные 
максимумы, и f(b) > f(a), 
с - ЛОКЭАЬНЫЙ минимум. 

Наклон Z1'афикэ ~ точке а меняет знак 

с nоло>КUтеАЬНОZО на отрицатеАЬНЫЙ 

или наоборот, n09тому ~ самой точке 

9кстремума он l'a~eH HYNO. 

f' (с) " О --'''';:II.!!o'''--



, ( 

Наша машина , ~ogителем noмozym понять, почему rt1'оuз~ogная ~ точке 9",тремума 

Е,ли Дельта <!9ет ~neP<!9, а потом ~ точ­

Ке t ~ а вает завний хов и <!9ет завом 
~ nроти~оnоложном наnра~лении, точка 

раз~орота Р ~ s (а) - 9то локальный 
ма",имум, 9",тремальная точка: Дельта 

<!9ет только во 9mOZO мита и не вальше. 

p~ s(a) 

в ,ам момент ~eмeHи t ~ а, Kozвa машина 
eo,muzaem 9",тремума, ее ,кО\'о,ть меня­
ет'я , nОЛО>kUтельной на отрицательную, а 
значит, волжна Быть pa~Ha HYNO. s'(a) ~ О. 

p~ s(a) 

П\'Uмечание : ,кО\'о,ть может \'3~нятыя HYNO 
и ~ точках, котО\'ые не я~ляют,я 9",тре­

мумами. Возможно, машина ехала ~neP<!9, 

о,таноgила,ь, а затем nрogОЛ>kUла в~ижение 

~nel'<!9' Например, У знака «Стоп». В такой 
момент - наз~ем ezo Ь - s'(b) ~ О, 
но s(b) не являет,я nозиL(UeCI 9"'m?eMYмa. 

р ~ s(b) 

Ар момента ~eмeHи а ,кО\'о,ть машины 

Была nОЛО>kUтельной, nо,ле момента ~e­

мени а она ,тано~ит,я отрицательной. 

~<,~ ';"<:"0 

То же ,амое nрои'ховит, Kozвa Дельта 

начинает в~иzатыя завним ховом, а по­

том nеРeкNOчает nel'<!9ачу и начинает 

в~иzатыя ~neP<!9' Tozea точка, ~ котО\'ой 
она nеРeкNOчила neР<!9ачу, Бувет nозиL(иeCI 

минимума , zвe ее ,кО\'о,ть также волжна 

Быть pa~Ha HYNO. 

p~ s(a) 

ИТАК: 
чтобы найти 

9к,тремальные точки 

<!,yнKL(UU f, бувем 
искать такие значения 

"3\'3мem\'3 а, n\'U 
котО\'ых f'(a) ~ О . 

НО: 
найвя их, мы 

волжны rt1'o~epumb, 

вейст~ительно ли 

9то 9",тремумы 

или rt1'0cmo знаки 
«Стоп» . 
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Пример 1. И tHOIJa Ньютон на батуте! Полотнище батута Bte так же нахogитtя 
на BbItOme 1 м от земли и Bte так же nogG\'3tbIBaem Ньютона вверх 'о tкО\'оtтью 
100 мlt. BbItoma Ньютона в метрах, таким О6\'азом, равна 

h(t) ~ -4,9t' + 100t + 1 

д mene\'b BOn\,ot: как BbItOКO 
nogнимemtя Ньютон? КЭКOIJа 

его IМКСИlМЛbНдЯ BbItOma? 

Ha~HeM t nOutKOIJ nрouзвogной h: 

h'(t) ~ -9,et + 100 M/t 

Поtле 9того tnpOtUM: КОГА,д 
h'(t). 01 П\'U1'3вняем nРQиз­
вogную К нулю и решим У\'3в­

нение omноtительно t : 

h'(t) ~ о 

-9,et + 100 ~ О 

t~ ~~ ~ 10,2, 

t ~ 10,2 t - вот момент В?емени, в кото­
\'ы�й Ньютон gOtmUZHem мэКtимэльной BbItO­
ты. Чтобы найти 9ту BbItomy, nogtmaBUM 
10,2 Вмито t: 

я вижу, 

как 3емля 

h(10,2) ~ (-4,9) (10,2)2 + 100 . 10,2 + 1 ~ 

~ ~11,2 м 

1?? 



УG~uш:я, ~тO мы� 8 lЗ/ЮМ 9еле НЗШЛU мз'Цuмум . А.;.я 9mOZO n08m01'UM полет Ньютонз 
8 ззм~ленном 80ln\'ОUЗ8~енuи: 

Чем 8ыше 

n09нuмзетlЯ 

Ньютон, тем 

~ленней он 

летит, UHblМU 

~лоgЭМLI, ezo 
lK01'0lmb 
nЗ9зет ... 

• •• 

А 98иZЗЯlЬ 8низ, он 

нзGU\'зет lK01'0lmb -
8 от\,иL\3тельном 

нзnpa8лении • То ить ао 
lK01'0lmb no-n\,е)I(Нем У 

nЗ9зет. 

СКОРОС1Ъ НЫОТОНА 

ПОСТОЯННО 

УМЕНЬШАЕТСЯ. 

Только НЗ lз/юм 8е\,ху, 8 момент t ~ 10,2 leKYН9bI, ezo lKoPOlfnb ра8НЗ НУЛЮ. В 9тот ~иH­
lm8eнHbIa момент Ньютон не летит ни 88е\,х, ни 8низ, но 8le l'З8НО и 8 9тот момент ezo 
lK01'0lmb уменьшзemlЯ, uзменЯЯlЬ l nоложuтельной нЗ отl'UL\3тельную. 

По nзраGоли~икому zpз<рику /Ю)l(НО понять, 

~тo nl'U t ~ 1 0,2 8Ыlотз мз'Цимзльнз. 

711,2 Положение 

у ~ -4,9t 2 + 100t + 1 

10,2 20,4 

1% 

100 I 

-100 

CK01'0lmb 

у ~h'(t) ~ -9,et + 100 

20,4 

CK01'0lmb 
8le 81'емя 
nЗ9зem. 



Поgв~ем Вот шаzи, котО1'ые мы только что выполнили gля поиска 

9кст1'емума функции f: 

1. Взяли nl'ouзвogную f' . 

1.. Нашли точку t o, в котО1'ОО f'(to) ~ О. A.t-я 
9mOZO мы nl'U1'авняли f' (t) ~ О и l'ешили waB­
нение относительно t. Любая точка, 'ее 
f'(to) ~ О, называется КРИТ\.1ЧЕСКОЙ точкой. 

3. Поgставили t o oG?amHo в f, чтобы найти 
значение f(to)' 

4. Пl'оверили, что 9та К)'итическая точка еей­
ствительно является локальнЫм максимумом 

или МUHиMYMOM. 

Те же шаzи мы буgем выполнять gля всех заgач оnтимuзации. Конечно, в gpyzux ситуациях 
критических точек может быть несколько , с батутом нам npocmo повезло •. . 

-Так уж u НУ, например, тебе не 

повезло? nрugетlЯ nрыzзть еще раз ... 

д lейЧЗl буgет еще ogин nI'UMel' ... 

1?7 



в Бuзние nl'uБыль 33BUlUm от колuчитв3 nI'093HHbI.x eguHuL! тов31'3. 

Пример 1. 4'е1'МЗ «М3lЛО МЗlляное» n1'09зет ВЫlOкокачитвенное олuвковое МЗlЛО 
по 100 90ллarов 33 Бутылку. Пru nr09зже Q Бутылок <!,е1'МЗ nолучзет А,ОХОА, R(q), ?Звный 
100q. Но ить еще u РдСХОА,Ы, С, котОl'ые тоже 33ВUlят от q по <!'О1'муле: 

.1-
C(q) ~ 900 000 + 4q· . 

(В lУММУ ?Зl.хО9ОВ включены 09НО1'ЗЗ0вые нзчзльные 1'3l.x09"' в 900 000 90М3I'ОВ Н3 nокynку 
землu, nриlOВ 9ЛЯ оmжuмз МЗlЛЗ, oGО1'У90В3НUЯ 9ЛЯ 1'03ЛUВ3 ПО Бутылкам, l3Женцев олuвы, 

3 тзкже nОlтоянные 1'3l.x09"' Н3 331'nлзту lomI'Y9HUKOВ, т?ЗНlnО1'тU\'oвку, .xraHeHue, nокynку 
Бутылок, Y9oG\>eнue, те.хнuчикое 

oGlлужuвзнuе ОGo\'У90В3НUЯ, 

утuлuззцuю от.х090В •.. ) 

ПruБыль Р - 9то 1'33HOlmb 90.x090B u 1'3l.xO-
90В. ОН3 являетlЯ <!,ункцией от q, то ить 
33BUlUm от mozo, lКОЛЬКО тов31'3 nР093НО. 

P(q) ~ R(q) - C(q) 

Сколько Бутылок 90ЛJICНа nr09зть <!,е1'МЗ «Мal­

ЛО МЗlляное», чтоБы nолучuть МA!l.СИМААЬ­

НYIO nruБыль, u чему ?ЗВН3 9тз nl'uGыль? 

-f------ q 
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Почемх Бы не nР09аsзmь КОlmочкu? И3 них 

nолучumlЯ «зе"еное» mОnЛU80. 

Но Begb 9то 
черные оливки ... 

r enepb 9то не 
,ло.жнее чем 

9SЗЖ9" 9,аl 



1. Возы.-ем nроизвоеную от Р по q - скО\'ость, 
с котО\'ой меняется npиGыль В зависимости 

от коли~ества npogaHHbIX ееини" товара . 

.z. 
P(q) ~ 100q - fЮО 000 - 4q • 

.L 
P'(q) ~ 100 - <;q . 

1. I1рU\'Эвняем P'(q) ~ о и решим уравнение 
относительно q . 

.L 
100 - <;q' ~ о 

.L 
q' ~20 

q ~ 20' ~ 160 000 Бутылок 

1. Найеем приБыль, полученную от nрogЭ)I(U 
160 000 Бутылок. 

Р(160 000) ~ 

~ 100· 160 000 - воо 000 - 4 . 160 0001' ~ 

~ 16 000 000 - воо 000 - 12 воо 000 ~ 

~ 2 400 000 еолларов 

4. I1роверим, ~тo P(q) ееQствительно еости­
zaem максимума в тO~Ke q ~ 160 000. Если q не­
мноzо меньше, скажем, 1<;0000 Бутылок, mozea 

Р(I<;О 000) ~ 

~ 100 . 1<;0 000 - воо 000 - 4 . 1<;0 0001' ~ 

~ 1<; 000 000 - 12 607 9зв ~ 

~ 2 392 000 с хвостиком. 

9то меньше 2,4 мимиона. 
l1оnроБyQте сами вы~ислить 

Р( q) в тO~Ke q ~ 170 000 
или 9I'vzoQ сосееней тO~Ke. 
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д 100 90Л­
ЛЭР08 - не 

мноzовЭmо NJ З3 

Gymы�kуy олиВ­

"08ozo НVJl/I2J? 



Более УДО6ная проверка 

Овин из onUlaHHbIX выше шаzов оптимизации - четверты~ - не lЛишком ygoGeH. На~gя 
критичикую точку, то ить ту, в Koтopo~ npоизвоgная 06\>ащэетlЯ в ноль, мы выну"'вены 

nроверять значения функции В 4:l0legHUX» точках . 9то gолzо и не lлишком изяш,iO! 

ОЧЕНЬ СЛОЖНО 

выzляgemь изяш,iO, 

Kozga крутишь ручку! 

и вooGще такая npоверка на laMoM gеле ничеzо не zapaHmupyem. Что, или мы взяли нево­
lтаточно Gлизкие точки? 80т zpзфик l локальным миНUMYMOM В а ... Но или мы lлуча~но 

BbIGepeM gля проверки точку Ь, то угивим, что f(b) < f(a), и мо"'ем заключить, что 
f(a) - МЭКlимум, а не минимум. 

а Ь 
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Ненавижу эти 

змeulтые 

кривые ... 

Ну"'ен gpyzoii cnocoG nРО8еркu! 



ПОСКОЛЬКу наша книzа nос~ящена математичикому анаЛlIJУ, нам нужен спосоБ, исnоль­
зующи~ ПРОИ380ДНЫЕ . Например, МbI можем спросить, КАК 8 "ТОЙ ТОЧКЕ И3МЕНЯЕТСЯ 
ПРОИ380ДНдЯ . 

9а, Ж:>I можем lnpOlurnb 

что YZ09HO - например, 

не lUНЯЯ ли она 8 этой 

mO'tKe, - но что это 

нам g3lrn? 

8 окритности максимума произ~ogная f'(x) 
меняет знак с плюса на минус .. . А ~ оКТ'ит­
ности минимума, наоБорот, с минуса на 

плюс. КонКТ'етнее, 8 ТОЧКЕ МАКСИМУМА f' 
У&Ы8АЕТ, А 8 ТОЧКЕ МИНИМУМА - 803РА­
СТАЕТ. 

~ -

Терпение, 

терпение ... 

Теперь МbI ZO~OPUM о том, каК меняется f' - растет или уБы~ает, - а 9ти изменения 
оnисы~аются nРоиз~ogными. 3начит, изменения ~ f' буеут оnисы~аться произ~ogной 9той 
фУНКL;ии, то ить ПРОИ380ДНОЙ ПРОИ380ДНОЙ, (f')', или просто f ', 8ТОРОЙ ПРОИ3-
80ДНОЙ от f. 

f' еще 
заnисы~ается каК 

d' f d 2 y - или !! 
dx ' dx ' 
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9лементарные функции можно gифференЦUf'о~эть lНО~Э и lН~Э -
lтолько, lКОЛЬКО нужно, - nолy-iЭЯ nер~ую, вторую, третью, П-Ю 

nроиз~оgные . 

Им нет 

конu,э! 

Но что ОНи ознэчэют? 

Ну, оч~и9НО, 

что я - lKOPOlmb 
изменения lKOPOlmu 
изменения lKOPOlmu 

Llзменения ... 

и~) 

f '(~) 

f" (~) 

f"'(~) 

... f ('f}(xJ 

f ('>J(x) 

f (')( x ) 

f (7)( x) 

~. sin " 

~~. cos" 

20X~ - s in х 

60,,1- - со> Х 

12.0" s in х 

120 СО!; х 

о - sin х 

о -С05 Х 

Еии мы ZO~OPUM О 9~uжении, то нЭм знэкома по крэйней мере ~торэя nPOUЗ~09НЭЯ 

от положения: 9то УСКОРЕНИЕ, или lKOPOlmb изменения lKOPOlmu . 

s(t) ~ положение ~ момент ~eMeHи t 

s' (t) ~ и( t) ~ lKOPOlmb ~ момент ~eмeни t 

S"(t) ~ v'(t) ~ a(t) ~ YlKOPeнue ~ момент ~eмeни t 
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у Ckot'€Нue - 9то gело 

такое , ао нельЗЯ 

не ПОЧУВСТВОВАТЬ •• • 



Kozga автомоБиль ускО\'яется, то ить 
скО\'oсть растет, то чувствуешь, как 

тебя ввавливает в спинку сивенья * . 

Kozga автомоБиль тО\'мозит (скорость 
nagaem), тебя БРосает вперев . 

Исаак Ньютон (ва, опять он!) сфО\'мул"!'овал 9то в виве закона , BmOPOZO закона ezo имени: 
сила прямо nроnоРt;Uональна массе и ускорению. 

Тот факт , что сила связана 

с ускО\'ением, означает, что 

можно uзzоmо~urnь счетчики, 

чтоБы измерять ускО\'ение -
дКСЕЛЕРО"'ЕТ1'bI. Их встраи­

Baют везве, например в СМЗ1'т­

фоны , планшеты и t;UФ1'овые 

вивеокамеры, чтобы 9ти 

nриБО\'Ы моzли \,eaz"!'oBamb 
на тряску и В!'ащение . 

F= та 
3наете ли! 

• На СЭмом gеле это сиее.нье тебя толкает . Поerо6иоаnu МОЖН9 нэCimu 8 моем комуксе, 
посвященном фиЗике! 
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Графичиl<\.< f" описывает ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ zpэфика f: Kozga наклон f'(x) рас­
тет, f" (х) ~ О. 9та часть zpэфика вы�укмя.. Kozga f' уменbU13ется и f" $ О, zpэфик 
вогнуты� •. Точка с, в которой zpафик меняет выпуклость на вогнутость и HaoGopom, назы­
вается ТОЧКОЙ nЕРЕГИ&А. в ней f"(c) ~ о. 

f"(x) ~ О, f' возрастает, 
zpэфик f выпуклый 

точка nереzиБа, 

____ zge f"(x) ~ о 

f"(x) < О, f' уБывает, 
zpэфик f BOZHyтbIa 

Так мы nриховим К 

критериlO втором производном: 7 
Если а - точка внутри HeкomopOZo интервала, 

на котором f gифференцupуема, и f'( а) ~ О, то : 

или f"(a) < О, а - локальный максимум f 

или f"(a) > О, а - локальный минимум f. 

поскольку максимум сивит на вершине ZOpl<\.<, 
а минимум ле"",т на 'Зне ямки . 

Ь!юм 
88ерх . 

как .. . 
как .. . 
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Пример 3. <Рермерша <Ppegu хочет пристроить К стенке сарая nрямоyzольныа 
заzон gля o~eц. У нее есть во м gOCOK, чтобы построить три остальные стороны. 
KaKo~a максимальная nлощэgь, которую может omzopogumb <Ppegu? 

М") ~ ,,(во - '2.") 

" 

во - '2." 

" 

Потому "Imo gэже 
овце нужно llЮе 

мит0 в жизни! 

Мы хотим наати gлину ", при котороа А(,,) буgет максимальноа. 

1. А,иффереНL\U\'уем АС,,): 

М") ~ ,,(во - '2.") ~ во" - '2.,,' 

А'(,,) ~ во - 4" 

1. ПрU\'Э~няем А '( ,,) ~ о и решим 
omHOlLlme,\bHO Х. 

во - 4,,~ О 

,,~ '2.0 

А теперь nepeageM прямо К шаzу 4, 
чтобы npo~epumb, gеаст~ительно ли 9то 

максимум. 

А"(,,) ~ -4 < О 

А" ~с-еZ9а отриL\Этельна; соzлэсно критерию 
~тopoa nроuз~оgноа, точка ,,~ '2.0 я~ляется 
МАКСИМУМОМ. Вот теперь nepexogUM 
к шаzу '31 

3. в точке максимума отzороженная 
nлощэgь \'Э~на: 

М'2.0) ~ 1600 - воо ~ воо м' 
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Пример 4. КD\'nоузЦLIЯ «&\,утэ/>Ьнэя нефть» хочет n\,оложить т\,уБу от оеного 
из lBOOX \,езе\'8У3\'ог еО зэгogэ , \'ЭlnОЛОJl(енноzо нэ 9\'угом Бе\,еzу \,eI<U. ШU\'инэ \,eI<U -
2 КМ, и К тому Jl(е зэгog нэхogитlЯ г 9 км ниже по течению. К lОJI(Элению, тянуть 

т\,уБоn\,огоg по гоее gD\'OJl(e, чем по lуше: 4 gоЛЛЭ\'э ЗЭ мет\, по lуше и в gОМЭ\,ог 
по гogе. кэкоа МЭ\,Ш\'ут n\,оклэgки т\,уБы� ОКЭJl(етlЯ ДЕШЕ8/IE 8СЕГО? 

х' 9 - х 
~----------------~'~--------------------------------------~ 

П\,egnоложим, что т\,уБОn\,08og lOlmOOm 
из егух n\'Ямых от\,езког, потом у что 

люБэя К\'игэя линия ОКЭJl(етlЯ еще gлиннее . 

Кэк nокэзэно нэ \,UlyнKe, Х и у lгязэны 

У\'эгнением: 

CmOOMOlmb n\,оклэgки т\,уБОn\,08ogэ 
(г тЫlЯЧЭХ gОМЭ\,08) \'Эгнэ 

(2) С(х) ~ 4(9 - х) + ву ~ 

~ 36 - 4х+ ву 

"*'1 nытаешя оnтиМUЗU\'08эть lmOO­
MOlmb С OmHOlume/>bHO Х, то ить 
нэати gлину х, n\,и KOmD\'Oa lmOY­
MOlmb мuнимэ/>Ьнэ . 3нэчит, г nе\,гyIO 

оче\,egь нужно нэати с' (Х). 
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У\'Эгнение (1) n\'egnолаzaет ДИ<Р<РЕРЕНt.Ц-I­
РО8дНИЕ НЕЯ8НОЙ <РУНКt.Ц-IИ. (Тоzgэ 
не нужно Буgет lгязыгэтыя l Z\'омозgкими 
кгЭ9\'этнымu КD\'няm,.) Дu4>4>e\,eH"U\'yeM (1) 
и (2) по х: 

(3)2yy'-2x~O 

(4) с' ~ -4 + ву' 

, х 
у ~y 

ЧтоБы оnтимuзU\'огэть lmOOМOlmb С, 
n\,U\'эгняем С' ~ О. 

Но из (3) у' ~ Х/у, n09тому nолучэем 

х 1 
('7) у ~ т или у ~ 2х 

Поglтэгляя 9то г (1), nолучэем 3х' ~ 4, 
то ить С'(х) ~ О, коzgэ 

I Х$ Л I 



Теперь наавем знак С", чтоliы применить критериа второа nрouзвовноа. ИЗ (4) ,лegуem, что 

(6) С" = ву" 

А из ('3), во'nоль зовавши,ь правилом 
gеления, получаем 

Нет. КоZ9Э С' • О, 
х • Ij/2 , u Ij "el9Э 

положителен. 

у" = у - :у' 
у 

А U/tdJ 3х1. ~ 4 s !r::pUmuче­
lКOЙ mОчlCе . разве Хне ;ю­

жет "",m, отриu/<1ЕлыIыol 
КО~ЕIoI?Х'-2/~Vi;'~? __ l:~t;~~~:::; 

nов,тавив у' = х/у (опять из (3)), получаем 

у ' - ,,' 4 
у" = -"-~,;-- =, ,no9moMY из (6) 

у у ,лegует, что 

С" 32 О О = - ,- > ,потому что у > . 
у 

Вторая npouзвоgная (. " B,ezga положительна, 
так что oмы� В с.дн.ОМ J,F/>E НАШ ли 
МИНИМУМ. 

А какова минимальная ,тoUмо,ть? Мы можем nОЛНО'тью выразить (. через ", nog,maBUB 
в (2) у = ..; ,,' + 4 : 

с(,,) = 36 - 4" + G ";,,' + 4 

В критичикоа точке" = 2/1/"3. Tozga 

с( ~)"' 36- 4(Jz) +вy.~ +4 " '74 

~ 

" 49,в6 ... 

А значит, оliщ3я 'тоиМО'ть liувет 
равна 49 в60 вомаров. 

х 
С(х), 

mbll. еомарOtJ 

О '72 

1 49,90 

2/V3 49,96 

2 '70,62 

• 72,94 

... ... 
9 7',76 

1>-
,. 

~ 72 о 
ф 

" 71 
~ 

Е 
70 

" 49 

Х, КМ 

nримечание . Тот 

q>акт, что с"(") > о ......... 
gля в,ех ", означает, 
что zpaq>UK С liувет 
В(.ЕГ А,д ВЫПУКЛЫМ • 
У Hezo нет точек 
nepezuGa . 
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Важное предупреждение 

Kpumepu~ Bmopo~ npou,B09HOO - ,амечаmельная вещь, или он раБоmаеm, но раБоmаеm он 

не Bcezga! 'imo npoucx09um в К1'иmичикоо mочКе а, zge f" (а) ~ О? В 9mOM сл учае К1'иmери~ 
Bmol'o~ npou,BogHo~ omкa,bIBaem: он НЕ J.l>ET НДМ НИКАКОЙ ИНФОРМдIЦolИ о mOM, являеmся 
ли mочка a9KcmpeMYMoM. Bom ева примера mozo, чmо можеm в H~ npoucx09umb. 

Пример 5. 
Сmеnенная функция 

f( х) ~ х' ВО31'асmающая 
и не uмeem локальных маК­

симумов или МUHиMYMOВ. 

Ее первая и вmО\'Эя 
npou,BogHbIe равны 

f'(x) ~ 3х' и f"(x) ~ 6х 

ПО9mому, Kozga х ~ О, 

f'(O) ~ f"(O) ~ О 

"mo пример ,нака «Cmon», каК 
на с. 136: nроuзвоgная nоложиmельна 
nl'" х < О, на МZHoBeHиe сmановиmся 
1'Эвноо нулю •.. 

а nomOM - снова nоложиmельной 

nl'" х > О. 

Пример б. С 91'yzo~ cmOPOНbI, 9(Х) ~ х' Begem сеБя в mочке х ~ О совеl'шенно 
nO-91'yzому. Первая и вmорая nl'0U3BogHbIe l'авны 9'(Х) ~ 4х' и 9"(Х) ~ 12х' coomBem­
cmBeHHo. Пl'и х ~ О оnяmь 9'(0) ~ 9"(0) ~ О, но в 9moM случае mочка х ~ О явны~ МUHиMYM. 

у ~ х' 
9'(Х) ~ 4х ' 9'(0) ~ О 

9"(Х) ~ 12х' 9"(0) ~ О 

9то очень 

раmа"",еm! 

Иноzgа nl'ихоgиmся cMoml'emb 
на саму функцию . 



Вторая nро~зво€}ная HY)lCНa не только €}ЛЯ npOBep~ NVJKC~MYMOB. Она кое-что сооGщает 

о том, как выzля€}~т zpаф~К функщш. 

, , 
Hanp~мep, np~ росте 9Коно­

~~ отр~цательная вторая 

nроозво€}ная (скажем, HaL\~O­
нальноzо ваЛ080Z0 npogyк­

та) означает, что темпы 

роста сн~жаются ~ вскоре 

рост может вооGще npe­
крат~ться ... 

- -- - - ~ --- - -"-_._-- -~ , 
- - ---~-----г---- -, , 
-----"- -- --11 ... ---

дналоz~чно , nоло~теЛЬная f" во время 
cna€}a может указывать на то, что ско­
ро начнется рост. 

+----~----~- - -- -r----~---
I I I I 
I I I I __ ~ ____ ~ _____ L ____ L _ _ 

I t I J 
, " I ___ _ L _ __ _ L ___ _ , , 

, 1 , , 
---- г ---

----+----~----~-----~-
t I I I 
I I I t 

L-4 еще ogно: С помощью nрооз­

ВO€jной MO)ICНO ~cкaтb ЛОКAЛЫlЫЕ 

9кстремумы, но ~HOZ€}a нам нужен 

ГЛО&дЛbIIЫЙ NVJКC~MYM ~л~ ~H~­
мум, то есть на~Gольшее ~ли наи­

меньшее значен~е во всей оGласт~ 

onpееелен~я ФУНКL\~~. Есл~ f onpe­
~елена на закрытом ~нтервале 

L а, Ь], то 9кстреNVJльное значе­
ние она может npUHUNVJmb на O€}­
!юм из KOHL\OB отрезка. П09тому 
нужно сравнивать значен~я f( а), 
f ( Ь) ~ значения f в локальных точ­
J(3X 9кcmpeMYNVJ. 

i 
а 

Хотя ~ не оБязательно! 

, 
" , 

--- ~- - -- ~--- --r--- -~---
I I I I 
I I I I __ J ____ ~ __ ___ L ____ L __ 

I I I I 
I I I I 

__ ' _____ L ___ _ , , , , , , 
--- - г - --, 

3€}ecb zлоGальный NVJКCUMYM €}ост~zается во 
внутренней точке с, а zлоБальный ~H~MYM 

имеет место в конечноо точке Ь. 
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Задачи 

1. Найвите все ЛOkЗльные 9КlтpeMYMЫ 9тих функций. ОnРe!:jелите, какие из них - мзкlимумы�' 
а какие - МUHUMYМbI. Нарисуйте zpэфики. 

а. f(x) • х ' + х - 1 

6. <з(х).х'- ~x+в 

9. F(e). со, е + ,in е 

е. А(х). ';4 _ х' 

Z. Какова весятая 
nPOLlзвogная функции 

f(x). ,in Х? 

в. h(t). 2.t' - ~t· - ~6t - 1 )1(. Q(x). х ln х Д сто весятая? 

z. 7(Х)' ,in' х 3. ,(t) • • г· со, t 

3. Пoкэ;ocuте, что из всех npямоyzольников с nepимempOM Р наиБольшая nлощавь -
у кваgpата со стороной Р /4. 

4. Корова, которой выстрелили из катапульты, 
взлетает в возвух nog yzлoм е к земле с началь­
ной скоростью vo' "та скорость имеет 'ориЗ0Н­
тальную составляющую voco, е и вертикальную 
составляющую vo,in е. 

vo,ine Iд' 
voco, е 

Высomа коровы нае землей в момент 
времени t равна 

h(t) • -4,9t· + (vo ,in e)t 

а. Найвите момент времени т, в кomорый 
"Of'0ea gосmuzиеm МЭКlUМЭЛЬНoCi высоты. 
(Он зависит от е.) 

г орuзонmальное рааmоянuе I которое 

nокроет корова за 9то время, Бувет равно 

{)(е) • (voco, е)т, а суммарное раатояние 
К моменту, KOZ9a корова уварится о землю, 
Буgет в gва раза Больше, то есть 

{)(е). (2.voco, е)т 

6. Найвите YZОЛ е, при котором () МЗКlимзльно. 
(Не заБывайте, что т - функция om е!) 
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? СтРOLlтельная компания хочет построить 
gopozy от точки на Берezу крyzлоzо npуgа К 
guамеmрально nроmuвоnоло.жнОО точке, нахogя­

щейся на раатоянии 2. КМ. СтрOLlтештво 130-
pozu оБхogится в 7 вомаров за метр по вове и 
4 gомара за метр по суше. Опишите маршрут 
npоклзgки вороzи, который выБерет компания. 

(-1, О) + __ --'-_L--+ (1, О) 

Поgсказка: раатояние () om nоворотной 
точки Р 130 пункта назначения описывается 
уравнением 

()'. (со, е + 1) ' + ,in' е 

6. ча строителя несут лист фанеры по 
кориgору, который noворачивает nog npя­
МbIM yzлом. Ширина коривора - ~ м в ogHY 
сторону от yzла и 4 м в gpyzую . Найвите 

наиБольшую влину фЗ­

нериоzо листа. 

который nролезет 

через YZОЛ кориgора . 

Пogсказка: ищите 

самый 9ЛUННЫi.:i кусок, 

который npолезет. 

Все куски, которые ко­

роче иеzо, mоже 

nроле3ут · 



Глава 6 

Деиствуем локально 
САееуем по nрямой 

А теnе\'Ь gзвз~те nOCMom"UM немноzо nog 91'YZUM yzлом. 8место mozo чтобы смот"еть, 
I<ЗК n"оизвogнзя блужgзem по cвo~ области оn"egеления, сосрegоточим внимание 8 ОAjlОЙ 
,ОЧКЕ. Мы нз~gем тзм уgивительно мноzо ... 

НЗ С. 119 я оnисзл мелкие изменения <!,УНК­
ции f gOК!'yz точки а урзвнением, которое 
Я нззвзл <ржА,АмЕн,Альны�M УРАВНЕНИЕМ 
н.АТЕн.АТИЧЕСКОГО АНАЛИ3А: 

f(a + h) - f(a) ~ h f'(a) + блоха 

Это урзвнение ymве"жgзет, что 1'Ззницэ 
межgу f(a + h) - f(a), или t.f, с oeHO~ 
стороны, и hf' (а) с 91'yzo~, мала по срзв­
нению с h. ,оzgз очень n"ocmo вычислять 
"""ближенные знзчения f. 

• 

1-;1 

и зэчем мне. 
8ыuzрыэmьb 

пари 11 6аре? 



ИНОZ9а в математиКе нeGольшое 

изменение lUlmeMbI заnиlи можеm 
nОi\НОlmью nоменяmь ваш ВЗZАЯg 

на вещи ... 

у ~ f(a) + f'(a)(x - а) 

Наклон ~ f'(a) 

я Blezga именно 
9то и zоворил! 

&увем заnиlЫваmь х ~ а + h, 
то ить h ~ х - а. 
TOZ9a q>унgаменmальное У\'Эвнение 
n\,инимает lЛegyющu~ вив: 

f(x) - f(a) ~ f'(a) (х - а) + Блоха 

или 

f(x) ~ '(а) + "(а) (х - а) + Блоха 

Таким 06разом . 9то овин из lnoloGoв, кото­

\'bIM можно OnUlamb nовевение q>YНKL\UU f 
в OК\>umHolmu а. Т еnе\,Ь вычmем из оБеих ча­

lme~ Блоху и получим Более n\'Оlmую q>УНКL\UЮ : 

Т/х) ~ f(a) + f'(a) (х - а) 

Ее Z\'Зq>иК - n\'Ямая линия, коmорая ПРОХОДИТ 
'lЕРЕ~ аи ИМЕЕТ НдКЛОН, РД8НЫЙ f'(a). 
Сущumвуеm овна, и mолько овна, mакая 

прямая . 
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9та прямая, КдеА'!'ЕЛЬНдЯ к zpафику у ~ f(x) в точке а, касается кривой в точке 
р ~ (а, f( а)), а ее наклон равен nроизвоgной f в 9той точке. 9то функция, zpафиком кото­
рой является прямая линия с тем же значением функции и nроизвоgной, как и у функции f 
в точке а. 

Т. отличается от f на Gлоху - как вы 
помните, 9то значит не только, что 

lim (Т.(х) - f(x)) ~ о, 

но также и то, что 

lim х 2 а (Т.(х) - f(x)) ~ о 
х_. 

/ f(x) 

х +---===::::~ '-... Т.(х) 

а _ 

- f(a) ~ Т.(а) 

Иными словами, ряgом с 

точкой а разница межgу 

Т.(х) и f(x) мала !J.).ЖE 
ПО СРА8НЕНИЮ с х - а. 

9то можно выразить и слegующими словами: ЧЕМ С &ОЛЫVИМ У8ЕЛИЧЕНИЕМ МЫ рдеСМдТ­

РИ8АЕМ ПО8ЕА,ЕНИЕ ФУНКtЦ>IИ 8 ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ р, '!'ЕМ &ОЛЬUJЕ ГРАФИК У ~ f( х) 
похож НА ПРЯМУЮ. 

Прegставьте себе, что точка х лежит 

на zpaHULIe cepozo nрямоyzольника, а точка 
а - в центре. Теперь nриGлизим ... 
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Сторона cepozo nрямоyzольнuка равна 2 (х - а), 

t.A по сравнению l Ней f'заmоянuе меЖ9У кривоо 

и nрямOIA с.тановится npене6ре.жuмо N'>3ЛЫМ . 



A,PYZUM спосоБом ,то MO)I(НO 
дыразuть так: ~ 3НДЧЕНИЙ х. 
&лизких К а. 3НДЧЕНИЕ 

lnОРI.IМ на guяmt> 

f( а) + f' (а) (х ... а) Я8ЛЯЕ'ТСЯ 
ХОРОШИМ ПРИ&ЛИЖЕНИЕМ ~ 
f(x) . 9то вает нам спосоБ дЫ­
чuсленuя npuБлuженных значенuй 

функцuй. 

6ЭКlDв. что 

lCВэgpэmный "орень 

из 10l""ен 9."31'7 
, mочноаnью 90 
ogной mы,ячнoti! 

Примеры Пусть f(") ~ гх 
U а ~ 1. Мы умеем дычuслять npuGлuженные 
корн" чuсел. Блuзкuх К 1. так как знаем f( а) 
U f·(a). 
f(1) ~ v1 ~ 1. разумеется. U 

f,(,,)~_1_ f'(1)~_1 
2Ух 2 

Еслu "GлuзОК К 1. mozga 

f(,,) " f(1 ) + f '(1) (" - 1) ~ 1 ++ (" -1) 

HanpUMep, 

v1:3 " 1 + (+) (1,3 ... 1) ~ 1.1S 

Точное значенuе радНО 1.1401. ...• то есть 
наш мemog вает точность лучше овноо 

сотоо. 

IS4 

ПоеoGным 06\>азом MO)I(НO npuGлuженно 

дычuслuть натуральный лоzарuфм In " 
еля "д окрестностях е: 

f(") ~ In ". f(e) ~ 1. 

1 1 
f'(")~x' f ·(е)~е ·значuт. 

In 3 " 1 + (3 - е) " 
е 

_ 1 + О.1.в1. " 
- 2.71в 

" 1.10 ...... 

'Точное значенuе радНО 

1.09в6 .... то есть наш мemog 
вает точность npuмepHo пять 

тыСЯЧНЫХ ... нenлохо! --; ... .&--.;" 



ГJ'афик gиффеJ'енцupуемой ФУНКl.\Uи «~ЫnJ'ямляется», или paaмaтpи~aтb ezo nog большим 
~еличением. 3начит, любая функция, чей zpафик не nJ'иближается к npямой ~ окритности 

точки, не имеет nJ'оиз~оgной ~ 9той точке! 

в качит~е nJ'UMeJ'a можно раамотреть ФУНКI.\UЮ абсолютной ~еличины 9( ,,) ~ 1,,1. 
в точКе а ~ О 9 не имеет nJ'оиз~оgной: ее zpaфик nо~орачи~ает nog nJ'ямым у2лом, и, 
СКОЛЬ бы сильную Л'(f1у мы ни ~зяли, ~ 9той точКе он ~ce pa~HO буgет ~ЫZАЯgеть npямым у2лом, 

И НИКАК ИНАЧЕ. Разностные отношения ~ точке ,,~ о стJ'емятся К J'азным nJ'egелам: 

~ {-1, Kozga h < о 
1, Kozga h > о 

ДНалоzично, любая функция, у которой ~ zpафике 

ить острые у2лы� или пики, не gиффеJ'еНЦU1'уема 

~ соот~етст~ующих точках. 

1?? 

8 9той точке нет 
~ оnрegеленноzо наклона 

МЫ nОlmзрзе.,Мt::я 

их uзGеzаmь! 

А meneJ'b ~ернемся опять К nJ'ямым ... 



Скажу Кое-что насчет прямых (Возможно, во сих ПО!' ВЫ 9mOZO не замечали) : пусть вве не­
вертикальные прямые, у ~ L,(x) и у ~ /...(Х), мресекаются на оси Х в точке а. Если их на­
клоны равны соответственно т и р, то прямые описываются слевующими wавнениями: 

у ~ /.., (Х) ~ т(х - а) 

у ~ L-.(x) ~ р(х - а) 

Пусть р ~ о. Tozea при х ~ а 

Цх) _ т(х - а) ~ 1!L 
/... (х) - р(х - а) р 

Хотя значения ФУНКЦU~ L, и /... nриGлuжзются 
К нулю, их соотношение Bcezea оувет \'Эвно 
СОО1НОШЕНИЮ ИХ НдКЛОНОВ. 

Куgз прямые, 

mуgэ LI алаженные 

К\'и8ые -

Правило Аопиталя 

Если f(a) ~ 9(а) ~ о, то 

В nрegеле! 

lim f(x) ~ f'(a) при условии, что 9'(а) ~ о 
ж-а 9(Х) 9'(а) 

8 nревеле соотношение 3НД 'tЕНИЙ равно 
соотношению ПРОИ3ВОДIIЫХ - вевь в 
окрестности а oGe кривые становятся 
неотличимы от прямых с наклонами 

f'(a) и 9'(а) соответственно. 

1% 

f(x) 

9(Х) 

наклон т 

.......... .. ..... Цх) 

х 

'" f'(a) 
9'(а) наклон'" f'(a) 



пример Найвем lim е: - 1 ._0 яn 2х 
Сна~ала заметuм, 
что u числитель, u 
знаменатель \,авны 

On\,ux:O. 

9mо чре.звы�· 

чайно 6Э)I(НО I 

Мы можем n\,uMeHumb n\,авuло Лоnuталя: 

d: (еХ 
- 1) : еХ 

, еО:1 

..!L (9in 2х): 2СО9 2х 2 СО9(0): 2 
dx 

u n\'egел \,авен 

еО 
: 1 

2 СО9(0) "2 

д ~тo Буgет, еслu f(a), 9(а), f'(a) u 9'(а) - все \,авны HYNO? Tozga ne\,exoguM ко втО\'ой 
nrоuзвоgной, а еслu f"(a): 9"(а): О, то к т\,етьей, u так gалее! Вот Более оБщая 4'О\'МЭ 
nraвuла Лоnuталя : 

/. f'(x) 
Еслu f(a): 9(а): О u X~ 9' (х) существует, то 

Пример Найвем lim е'" - 1 - 3х 
Х_О 1 - СО9 Х 

к сожаленuю, их ПРОИ3ВОА,НЫЕ тоже 
оБе \,авны HYNO n\,u х: о. 

f'(x): 3е'" - 3 

9'(Х): 9in х 

Какое 

9'(0): О 

Ужасно, 

ужасно ... 

Помните: gля nruмененuя n\,авuла Лоnuталя 

нужно О&Я3ДТЕЛЬНО У&ЕА,И1ЪСЯ, ~тo u ~uслu­
тель, u знаменатель \,авны HYNO в тO~Ke, zge 
вы~uсляется n\,egел! &увем называть ~uслuтель 

f, а знаменатель - 9. Мы вивим, ~тo 
f(O) : 9(0) : О 
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Нет n\,оБлем! Мы возьмем втО\'ые 
n\,оuзвоgные: 

f"(x): 9е'Х 

9 "(х) : СО9 Х 

u nолу~uм 

f"(O): 9 

9"(0): 1 

lim е'" - 1 - 3х 
Х_О 1 - СО9 Х 

: /im f'(x): 
Х_О 9'(Х) 



Почему 9то nрэsuло Потому что 

мо.жно использовзть оно шконечно 

нз Guконечнotmu? lC:f'ymo"! i-'--/ 

При мер ДАЯ 6есконечности 

нэйgем 

lim 1 хР ,р > о 
"' ..... (Х) n х 

Пra~ило Лоnитэля тэкже raботэem gля 

nl'egело~ нэ биконечности, ~ том числе 

gля биконечных nl'egело~: 

Если lim f(x) ~ lim 9(Х) ~ 00, или 
"'_(Х) "' ..... (Х) 

lim f( х) ~ lim 9( х) ~ О, тоzвэ 
"'_(Х) "' ..... (Х) 

lim f(x) ~ /im f'(x) , 
.-~ 9(Х) .-~ 9'(Х) 

или nослegний nl'egел сущест~ует. 

Куgэ 

ты? 

r олова Болит. Может, 
хоть в БUlCонечностu 

уt:покouтся •.. 
г---/ 

Пl'и Х-+ 00 и числитель, и знэменэтель стl'е­
мятся к биконечности. Чтобы nl'UMeнumb nl'э~ило 

Лоnитэля, ~03bмeM npouз~оgную от обеих функций: 

d d 1 
dx (хР) ~ рх"" dx (/п х) ~ х ' 

э слegо~этельно, 

/ • хР /. РХ"" /' 1т -/- ~ 1т ~ 1т рХР ~ 00 
"' ..... (Х) n х "' ..... (Х) -1- "' ..... (Х) 

" 
9тот zpэфик nоказы~эem, что /п х g~ижется К биконечности мegленнее, чем ЛIO&дЯ 
СТEl1ЕННдЯ q>унКЩАЯ с nоложuтельнoiI степенью. По меl'е mozo как Х-+ 00, хР стЭно­

~ится мноzо больше, чем In х. ЛоzЭ\'ифм I'эстет очень мegленно! 
ОGf'этите ~нимэние, что нэ gэнном 

Z\'Эфике, nl'U мэлы�x Х, это не очень зэ­
метно ... Но /п х nl'U больших х ~ сэмом 
gеле с m1'ygOM отl'bl~эemся om земли! 

, 
" /n" "Т 

ti'10 ::: 220026 10 2в,02 

ti" S ::: ; 269 017 1? '"в,; 

"'" = 4во 000 000 20 7вО.2 

е" N """ 

у ~ /п х 

1<;9 



Л;J, но not"мompu, 

,,,о;.ы.::о МЬ! уже 

tlf'ошли! 

в nоtЛ~НUХ шестu zлавах Мbl uссл~овалu nе\'Вую Большую тему мameмamu~ecKOZO анзлuза -
I1РОИ3ВОДНYlO. I1l'ежgе ~eM nе1'еати ко втО1'оа теме, uнтеZ?злу, еаваате nеl'е~uслuм 

оБластu, в котО1'ЫХ оказалось полезным велuкое uзо6\>етенuе HыomOHa U леаБнuцэ - спосоБ 

UЗМeI>uть мzновенную СКО1'ость 1'0стз ФУНКЦUU. 

Свяэанные скорости 
Исnользованuе nl'ouзвоgноо ogноо ФУНКЦUU 

gля nоисков uзмененuа 91'yzoa, связанноа 
с неа фУНКЦUU. 

v ~ i ттr' 

При6лижение 
Исnользованuе кзсзтельноа в тO~Ke позво­

ляет лezко вы~uслuть «с то~ностью ео 

6лохu» зна~енuя функцuа В ОК1'естности 

""00 тo~кu. 

Оптимиэация 
I10uск тo~eк, zge функция nl'uнuмзет макси­
мальные U мuнuмальные зна~енuя, важен gля 
l'ешенuя МНОZUХ nl'oGлем l'еальноа ЖUЗНU. 

Сравнение функции 
l1?Звuло Лоnuталя позволяет qaBHUBamb nо­
B~eниe функциа на Бесконе~ностu, а тзкже 

вБлuзu тех тo~eк, zge оБе функциU ?Звны 
нулю . 
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Задачи 

1. Вычислите nl'иGлиженное значение г? используя 
фО\'мулу nl'иGлижения 

f(x) " f(4) + f'(4) (х - 4) 

2. Вычислите nl'иGлиженное значение т, 
т оgскэзкэ : sосnоль З уйтесь Gлижайшим кваg!'атом 
цеЛ020 числа.) Cl'aBHume вычисленное значение с тем. 
что еает кэлькулятО\'. 

3. Вычислите nl'иGлuженное значение sin 3. 

4. Вычислите nl'иGлиженное значение arctg (1.1). 
(Вспомните. что arctq 1 = тт/4.) 

Вычислите 9ти nl'egелы�. используя nl'аsило Лоnиталя (Kozga оно nI'UMeHUMo), Не заGыsаЙте. 
что сначала наео nl'0Bel'umb. к чему стl'емятся числитель и знаменатель! Возможно. n!'авило 
nogxogum не ко всем n\'UBegeнHbIM gалее n!'Uме\'Эм. 

7. lim sin(x') 
9. lim 6sin х - 6х + х ' ._0 cos х - 1 ._0 2cos х + х' - 1. 

6. lim х 
10. lim -'-

Пogскэзкэ: возы",uте Л02Э\'UфМ. sin 2х Х ' ._0 
.-~ 

1. lim f2 - ex1. _ 1 
11. lim In х ._0 cos 2х - 1 .-, х - 1 

в. lim х' - 1 12. lim sin х .-, х ' - 1 .-. cos х - 1 

13 а. Дан МН020Член Р(х) = ас + а,Х + а.х' + ... + аnхn . Покажите, что Р'(О) = а, . 
Р"(О) = 2а. и P (m)(O) = m!а• gля всех т S n. 

136. Пусть f - лю6ая q>ункция . gиq>феl'енцU\'уемая в точке а. Покажите . что gля МН020члена 

Рn(Х) = f(0) + f'(O)x + f'}~) х' + ... + f (m'(,O) х" + ... + fn (f) х" 
,. т. n. 

sыnолняется l'aseHcmso Р(О) = f(O) и Р(о) (О) = f ( m) (О) gля m = 1. 1. ..... n. МН020член Рn 
назыsается МНОГОЧЛЕНОМ ТЕЙЛОРА n-2О nО\'Яgкэ функции f n\'U х = О. 

13 ,. 3аnишите МН020ЧЛен {3 -20 nО\'яgка. имеющий те же значения и те же Ml'sbIe восемь 
nl'оиз,ogных. что cos х n\'U х = О. 
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Глава 7 

Теорема о среднем значении 
НесКОАЬКО хаотических теоретических MbIC/let1 наnОС/l(ЦJOК 

(Можете n\,onycmumb 9ту zлаву, если вас инте\,есует тольКО n\'3ктическое "\,именение 
мзmаналuзз и Bbl ниnосоБны оценить zлу60ICuе, nре.крзlны�,' 9лezанrnньrе построения, 

лежащие в ezo основе!) 

Если .ы оА,Е\'ж1Амы� 
МдТЕМдtиКОЙ, как 
Г ОНUК, ВО3МОЖНО. 

С€.й'1ЗС ВЭМ '1ytnочку 

не по се6е ... 

г ее-то в самой zлубине нашеzо повествования "\'О максимумы и мини­

мумы CnРЯТдЛОСЬ ОДНО ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ: мы n\,egnоложuли, что 

максимальное или минимальное значение О&Я3ДТЕЛЬНО СУЩЕСПУЕТ. НО 
так ли 9то? Разве функция не может "\,осто nРИ&ЛИЖДТЫЯ к высокой 

точке, но так HUKozga туеа и не попасть? Или взмыть К бесконечности 
zgе-нибуgь в се\,ееине своей области оn\,egеления? 

CКPbImble 

rwееnоложенuя 

меня у.жэсно 

nyzаюm! 

Вообще-то некоторые функции ДЕЙСПИТЕЛЬНО 
так себя вееym. Вот ogна из них: 

f("); 1" ~ 21 ,когеа" ~ 2 

f(2) ; 1 

Такэя функL\UЯ тоже имеет npаво на суще­

Q>1BoвaHue. Она npосто плохо себя вееет! 

Она ст\,емится к бесконечности 

npu "-+2, но npи ,,; 2 Bg\'VZ 
llef'enJ'blZUBaeт на конечное значение. 

у функции f НЕТ МАКСИМУМд --..,... 
... на кэком интеувале , 

rogержэщем точку" ; 2. 
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ПrоGлема с 9той функцией nrоямяemся ~ изолиrованной тO~Ke ('2., 1) на Z1'Эфике. 'l'ункция не 
nrиGлиJt<Зеmся к 9той тO~Ke, а ПЕРЕСКдКИВдЕТ тува, если можно так ~ыrазиmься ... П09mому 
вa~aйтe Бувем raaмamru~amb функщщ KomorbIe никува не nrыzаюm, - ФУНКL\ии, zrафики 
KomorbIX можно иЗо6\'азиmь, не оmrы~ая кarанgаша от Gyмazu. Такие «HenrbIZ~ue» ФУНКL\ии 
назы~аюmся Henref'bI~HbINIU. 

Пrыzаem из ogной 
тo~ки ~ gryzую 

Математики zо~orяm , ~тo ФУНКL\ия f 
непРЕРЫВНА в ТОЧКЕ а, если 

f( а) '" lirn f( х) 

'l'ункцию f назы~аюm непРЕРЫВНОЙ НА 
ИНn;РВАЛЕ [с, d], если она HenrerbI~Ha 
~ кэжgой тO~Ke 9mozo инmеr~ала. 

Иными lЛ08амu, 

она nоnавает ~ 

тува, кува 

стремится. 

Все виффеrеНL\иrуемые функции Hen"erbI~HbI, но 06\>атное не ~cezga ~erHO . Если f gиффеrен­
L\U1'yeмa ~ тO~Ke а, то мы знаем, ~тo f('X) - f(a) '" f'(aX'X - а) + Gлоха, слegо~аmельно, 
!чп.(f('Х) - f(a)) '" О или !!.."! f('X) '" f(a). с gryzoa cmorOНbI, неnref'ы~ная функциЯ можеm 
06\'азо~аmь ocmrbIe yzлы�' ~ KomorbIX она не gиффеrенL\U\'уема. 

ди<l><I>еренtJ,Ll1'уемэ -
слegоваmельно, неnреры�нзз I 
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но 

неn"е"ыена - не 

06язаmельно 

ви<l><I>еренtJ,Ll1'уемэ • 



Hen\,e\,bI8HbIe функции gелзют то, что Мbl от них ожиgаем. 

Теорема 06 экстремумах 
Неn\,е\,Ы8ная функциЯ f, Оn\,egеленная 
на 3АКРЫТОМ инте\,8але [с, d], ео­
cmuzaem мэксиМЭllbНОZО значения М 
на этом инте\,8але. Иными СЛО8ами, 

8 [с, d] есть точка а, zge f( а) ; М 
и и:х) .,; М ~ЛЯ 8сех ocmallbHbIX :х 
8 инте\,8але L с, d]. 

с а d с a;d 
(3аметьте, что отсюgа 8ытекает 
также сущест808ание минимумэ -
8ееь -f gолжна иметь мэксимум!) 

Максимум может Быть как 80 8Нут\,енней оБлзсти 
инте\,8алз, так и на оеном из KOHL;08! 

Доказатеllbст80 Мbl опустим - оно оnU\'ается на тонкие, т\,уено nостижимы�e С80С!ст8а 

geC!cm8umellbHbIX чисел. 

ИЗ meopeМbI оБ экст\,емумэх мож­

но сgелзть слegующиС! 8Ы8ое gля 

gаllbнеС!шеzо n\,именения 8 мэте­
мэтическом анализе: 

Как нечто lmоль 

09номерное может 

6ыть в то же ~емя 

таким zлуGоким? 

Теорема РОААЯ !iсли функция f Hen\,epbI8Ha на закрытом инте\,8але [с, d] 
и gиффе\,еНL;U\'уемэ на инте\,8але (с, d) и n\,u этом f( с) ; f( d) ; О, то на открытом 
инте\,8але (с, d) сущест8ует по меньшеС! ме\,е оена точка а, такая, что f'(a); О. 

А,ОКд3ДfEШТ80. А,ля функции-константы 

f ; О gоказатеllbст80 m\'U8uallbHO, и \,Ollb а 
может uzpamb люБая точка инте\,8алз. 

!iсли f - не константа, она n\>инимэет ненуле8ые 
значения. Слeg08атеllbНО, соzлзсно теО\'еме оБ 

9IC<:треМЭIlbНЫХ значениях, 8 некотО\'оС! точке а 
сущест8ует лиБо мэксимум М > О, лиБо 
INJНUMYM m < О. а не нахоgится ни на оеном 
113 KOНL;08 от\,езка, nocKollbKy f( с) ; f( d) ; О, 
з значит, f'(a); О. 
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ИЗ теоремы Ромя. в свою О'1еРевь, вытекэem это уguвuтельное, В3.*Ное.. перекошенное слegствuе: 

Теорема о среднем значении Если fHenpepbI8Ha на закрыmом 
инmервале [с, d] и еисрсреренцupуема на открытом инmеР8але (с, d), то на инmеР8але 
(с, d) сущесm8уеm 8Нymренняя mочка, 8 KomD!'oй 

f'(a) ~ f(d) - f(e) 
d- с 

Иными СЛ08ами , сущесm8уem хотя 

Бы оена 8Нymренняя mочка, 8 кото­
рой касательная ПДРдМЕЛЬНД 

секущей, соееиняющей конце8ые 

mочки zpacpuкa. 

3aмembтe, чmо 8се три meD!'eMbI 
касаюmся mолько суЩЕСПО-

8АНИЯ. Они еокаЗЫ8ают, чmо 
mочки с указанными С80йст8ами 

сущесm8уюm - но не nреелаzа­

Юm HuкaKozo спосоБа их найти! 

9ти еоказательсm8а не Я8ляюmся 
«KOHcтpyкmи8HЫми» • 

я моzлэ 61.1 tk3ззmь 
то же. t3мoe 

О He.k01110f'blX 

математиках ... 

с а d 

А,ОКА3дТЕЛЬСПО теоремы о СРеенем значении: 

Пусть f - такая срункцuя, как описано 8ыше. 

ОnРееелим НО8УЮ СРУНКЦUЮ 9 при помощи 8ычиmания 
секущей из f: 

9(Х) ~ f(x) - f(d) - f(e) (х - с) - f(e) 
d- с 

y~ f(x) _ 

~ d 
с а ""7 у ~ 9(Х) 

9 уеомem8D!'яеm mре608анию meD!'eMbI Ролля: 
9(е) ~ 9(d) ~ о. СлееО8аmельно, сущесm8уеm 
8Нympенняя mочка а, 8 KOmD!'oй 9' (а) ~ О. Но 

9'(Х) ~ f'(x) _ f(d) - f(e) , 
d-e 

поскольку 9'(а) ~ О, omсюеа слееуem, что 

f'(a) ~ f(d) - f(e) 
d- с 
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У meopeМbI О t?egHeM значении мноzо важных слegствиЙ . 

n усть ФункциЯ f неп"е"ывна на зак"ытом 
инте"вале [t, d] и gиффе"енцupуемз 
на отк"ытом инте"вале (С, d). 

Ты хоть F3З s:ugе..л 

"'унlЩlJU, которые ое­

еУ'" сet;я kak-нuGуg' 

по-gpVZOМУ? 

Рззве что 

8КОШ~Х! 

1. ПОЛО'жиТЕЛЬНАЯ ПРОИ3ВОAjiАЯ 
03НДЧдЕТ, ЧТО ФУНКЦИ~ tТPoгO ВО3Рд/:­

ТдЕТ. 

Пусть f'(x) > о (cm"ozo!) gля I<3Жgоzо Х 
в инте"вале (с, d). Tozga f на ,том инте,,­
вале cm"ozo воз"астает . 

А,ОКд3д ТЕШТSО. Возьмем любые еве 
точки в инте"вале, такие, что а < Ь. 
По теореме о t?egHeM значении, межgу а 
и Ь сущитвует такая точкз Хо, что 

f'(xo) ~ f(b) - f(a) 
Ь- а 

Мы npegположuли, что f'(Xo) > О, 
П07тому f(b) - f(a) > О, т.е. f 
cm"ozo ВОЗ\'3стает. 

Ес"" "'унlЩlJя 

tJ< 
все время 

стремится 

вверх, рз,ве 

она МО%ет 

уGЫ8Зrnь? 

а хо Ь 
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1. ТОЛЬКО У поtТОЯННЫХ ФУНКЦИЙ 
ПРОИ3ВОAjiАЯ ПОСТОЯННД и рдвнд НУЛЮ. 

Если f '(x) ~ о gля кзжgоzо х в интеpgале 
(с, d), то f постоянна в ,том интеpgале. 

А,ОКд3дТЕШТSО. Возьмем любые еве точки 

в интеpgале, такие, что а < Ь. По теореме 
о t?egHeM значении, межgу а и Ь сущитву­
еrn такая mо~кэ ХО1 что 

f'(x ) ~ f(b) - f(a) 
о Ь- а 

Но f'(xo), по нашему п"egположению, 
"авна О, а значит, f(a) ~ f(b) и функиия 
является константol:l. 

3. ГМВНЫЙ ВЫВОД. 

А отсюgа 

слegует 

caМbla важный 

"езультат 

,той zлa.ы�! 

Если f и 9 - люGые еве функции, такие, что 
f' ~ 9', то f и 9 \'3злuчаются лишь на кон­
станту. чтоБы� BblBumu ,то из npegыgущеzо 
слegствия, ""имените ezo к функиии f - 9. 

А темер • 
• пгрее, к 

uнmщалам! 



3адачи 
Jмя ка"'еой <руНКЦии f найеите наклон m ~ (f(b) - f(a))/(b - а) секущей, соegиняющей 
KOHЦI>I zpа<рикэ на еанном инmе\,вале. 3атем найеите все mочки С на инmе\,вале, такие , 

чmо f'(c) ~ т. П\,и не06хogимости мОЖНО nользоваmься кэлькуляmО\'ом . 

1. f(x)~ х' + 2х+ 3наинmе\'Вале [о, 2] 4. f(x)~ cos хна инmе\,вале [о, 31Т] 

2. f(x) ~ е- 'на инmе\,вале [-1, 3] 7. f(x) ~ 2х· - х2 на инmе\,вале [-'50, '50] 

3. f(x) ~ 44 + х на инmе\'Вале [о, 2] 
-х 

6. f( х) ~ t<з хна инmе\'Вале [-а, а] gля 
любоzо а, maKozo, чmо О < а < 1Т/2 

3аметьте, чmо из теО\'емы Ролля, в часmносmи, слegуеm: если n\,оизвоgная f'(x) Hen\,e\,bIB­
ноо gu<p<pe\,eнLIU\'yeMoa <рункции f НИ Рд3У НЕ ПРИНИМАЕТ НА ИНТЕРВАЛЕ 3НАЧЕНИЕ о, 
то в 1том инmе\'Вале не сущесmвуеm таких евух mочек а и Ь, чmо f(a) ~ f(b) . 

7. Покажиmе, чmо У\'авнение у ~ 3х - sin х + 7 имеет 
не больше OgHOZO кО\'ня. Есть ли у Hezo вообще кО\'ни? 
Почему еа или почему нет? 

в а. Покэжиmе, чmо мноzочлен втО\'оо cmeneHU 
Р(х) ~ х 2 + Ьх + С имеет не более евух кО\'ней. 
в б. Покэжиmе, чmо мноzочлен т\,етьей cmeneHU имеет 
не более т\,ех кО\'Ней. 

в в. Покэжиmе, чmо мноzочлен n-й cmeneнu имеет 
не более n кО\'ней. 

" 

" 
v 

" 
v 

9. Машина нахogиmся на отметке 20 КМ. Если ее скО\'ость не n\,евышаеm 1'50 км/ч , кэков 

МЭКL:имэльный номе\, сmолба с оmмеmкой, KomO\'0zo она мо"'ет eocтиzнyтb за слegующие 
2 часа? 

10. <1'ункцuя fHen\,e\,bIBHa на инmе\,вале [а, Ь] и gи<р<ре\,енЦU\'уемэ в (а, Ь), f(a) ~ 2. Если 
f'(x) $; 7 gля кэ"'gоzо хв инmе\,вале (а, Ь), кэково МЭКL:имэльное значение f(x), KomO\'ozo 
<рункцuя мо"'ет gocmuzHymb на 1том инmе?вале? (Поgскэзкэ : С\'авните с заgачей 9.) 

11. Пусmь f(x) ~ (х - 2) - 2. Покэжиmе, чmо в инmе\,вале (1, 3) не сущесmвуеm значения С, 
n\,U котО\'ом f(3) - f(l) ~ f' (с) (3 - 1). Почему 1то не n\,оmивО\'ечum теО\'еме о С\'евнем 
значении? 

12. Пусmь f и 9 уgовлеmвО\'Я­
юm условию теО\'емы о С\'ев­

нем значении на инmе\,вале 

[а, Ь] и f(a) ~ 9(а). Покажи­
те, чmо если f'(x) > 9'(Х) 
gля кэ"'gоzо х в инmе\,вале 

(а, Ь), то f(b) > 9(Ь). 

13. Покажиmе, чmо любая <рункцuя, n\,ouзвogноо котО\'ой 
являеmся она самэ, gолжна иметь вие f( х) ~ Се', zge С -
некоmО\'ая константа. (Поgскэзкэ: n\,U\'авняйmе f'(x) ~ 
f(x) , gu<p<pe\,eHLIU\'yйme <рункцuю 

9(х) ~ f(x) 
е' 

и n\'UMeHume слegсmвие 2 из теО\'емы о С\'евнем значении.) 
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Глава 8 

Знакомимся с интеrрированием 
СКАэgЫlJэем gIJЭ, gIJЭ, glJЭ U glJЭ 

Как мы уже 6ugелu, математuческu~ аналuз gелuт 6елuчuны на бесконечно мai\ble кусочкu, 

К\'охотные, похожие на мышек, с именами 6роее h, Ь.х, ь'у, b.t u b.f. Еслu Р - n"1'oz, 
то Ь.Р - тонюсенькu~ ломтuк 1moZO n"1'oza. 

ох! Ezo сбоку 
u не у6uguшь ... 

А,о сих пО\' мы смотрелu, что буgет, еслu РМА,ЕЛИТЬ оену uз 1тих штучек на gpyzую 

6 соотношенuях тиnа b.f/h ... Д теперь мы хотим сgелать С1тими К\'ошечнымu 6елuчuнамu 
нечто gpyzoe - сложить.их. 

Сколько тебе 

КУСОЧК06 

положить? 

Сложенuе проще умно­

женuя, n01том у u 
6 школе мы учuм ezo 
раньше. И 600бще ма­

тематики uсnоль З06алu 

сложенuе за тысячu 

лет ео mozo, как 
Ньютон u Л~бнuц 
uзoG\>елu nРОUЗ6ogную. 

А поперек 

резать 

8Ы не 

npоG06ЭЛU? 
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Все ео 
egUHOZO 

отсюgа U 

gосюgэ .. . 



~ СУМЖ>I мноzих 9лементов использу­

ется станgЭ1'тное обозна~енuе - за­

zлэвная Z\'е~еская буква сиzмэ, то есть 

«С», сокуэщенное оGoзна~ение слова 

«СУмма». 

Не БОЙСЯ, 

она не 

кусается ... 
Hat1f'UMep, возьмем nослegовательность 
из пяти ~ленов [2, 4, 9, 16, 32 }. 'gecb 
а; ~ 2 ; и n ~ 7. 

1 2 

2 4 

• в 

4 16 

? .2 

Если у нас есть nослegовательность 

из n ~исел 
в 9том сл~ае 

а; называется i-mbIМ ЧЛЕНОМ 9той no­
слegовательности, а сумма всех ~ленов 

записывается слegующим 06\>Эзом : 

n 

La
; 

i ~ 1 

(~итается «сумма всех а-и-тых по «и» 

от DgHOZO go «9Н»). i называется 
ИН.l>,EКСОМ nослegовательности. 
Сумма nослegовательных ~ленов от ар 

go а• вклю~ительно записывается как 

q 

Е а; ~ ар + ар+ ! + ... + а• 
i ~ Р 

1613 

7 

Е а; ~ 2 + 4 + 9 + 16 + 32 ~ 62 

i ~ 1 

4 

Е а; ~ 4 + 9 + 16 ~ 29 

i ~ 2 

,эк ... Кажem.:::я, мне 
уgэюа. ~b l:umу3Ц1JЮ 

nog ICOНn'IPOfIЬ .•. 



Если нам нужно n09елить nupoz Р на n 
(ВОЗМО)ICНо, неравных) ломтиКОВ, назы­

ваемых 6.Р" 6.Р., 6.Р, ... 6.Рn, mozga 
весь nupoz 6увет суммой: 

n 

P~ L 6.Р, 
i ~ 1 

т enе\'Ь, как мы чаlто велэем в матема­

тичecKoM анализе, уменьшим разМef' 9тих 

ломтиКов (во 6есконечно малоzо dP, как 
lказал 6ы Лeil6ни!.V. Их lYммa тоже 6увет 
06означаться 6уквой «с» , но вrvzoll - лэ­

mUHlKOIl $, lиЛЬНО вытянутоо по вертика­

ли . Она называетlЯ ~HдКOM инТЕГРАЛА. 

Р:: dP 

д почему 

опять 

ПоmомучmО9то 

тоже 8 каКОМ -то 

самысле. сауN\НIЭ! 

Ксmэmu t ~тoт 

lи,.вол изоG\>ел 

mоже я! 

ну хО\'ошо ... ~начит, мы 6увем пользо­
ваться 9тoll заnиlЬЮ... Она означает 

lЛOжение отсюва и во ynopa ... 
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9й! Поzo-

9и -lOl 

минутку! 

Хороwим 
вопросl 
Возмо)ICНО, вы lnрашиваете себя: если 

lложение проще веления и вreBHиe люви 

иlnользовали интеzpaльr заgолzо во mozo, 
как Ньютон nриgумал nроиЗВО9ные, почему 

""uza не начаЛЭlЬ l 9mOZO разgелэ? 

Конечно же ты не 

gумаешь, что Я 9то 

19елэл lneцuально, чт06ы 

вывихнуть тебе мозzи? 

Heт.~ 
1тО9ие 

s ZO/lD8y не 
npuxoguдo .. . 
90 нынешней 
. МlJHyты! 

• 

-- _.~-

Ответ вэс I возможно t 

уеивит: хотя lYMMbI 
npоще ПРЕА,СТд8И1Ъ СЕ&Е, 
8ЫЧИСЛЯ1Ъ их лezче l ul­
nОЛЬЗOfjанием ПРОИ~80Д­

ных! Ньютон и Лeil6ншо\ 

открыли, что межву lYM­
мами и nроизвО9НЫми есть 

уgивительное poglmBO! 

Как мь! 

увивим через 

минуту ... 



Пр~ставим се6е снова. ~тo Дельта B~eт 
машину по прямой. но на 9тот раз стeJ<Лa 

Она Bugum только «скоростемер» и время. 
Может ли она вы~слить. zge нахogится. 

в машине затемнены. 

Часто npоверяя зна~ения t и v(t). 
Дельта пол ~aeт ряg ~исел V (to). 
v(t,). v(t,) • ... v(t,J и m.g. в мо­
менты времени t o• t,. t, . ... t i • •••• 

t no zge t o = О и t n = 10. 

по npошествии. скажем. 10 ~UHUL\ времени? 

Она заме~ает. ~тo на коротком интервале време­

ни [ti_,. t,J ее скорость no~ти постоянна и равна 
v(ti_, ). так ~тo изменение положения машины на 

9том интервале примерно равно скорости v(ti_ ,). 

умноженной на gлину интервала: 

5(t,J - 5(ti_,) '" v(ti_,) (ti - t i_,) = 

~ V(ti~,)l::;.ti' 

zge l:!. t i = t i - t i_,. Изменение 
положения на i-mОМ интервэле 
no~ти тO~HO равно 

v(ti_,)l:!.ti. 

Сложив все 9ти вели~ины. nол~аем примерное зна~ение СУММАРНОГО изменения положения 
машины в промежутке межgу t o = О и 10: 

n 

5(10) - 5(0) = L V(ti_ l) ~ti 
i ~ 1 

< 
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На zpэ<!'ике кажgый член 9той суммы Буgет изоGpажаться узким nJ'ямоyzольником с высотой 
v(t,_,) и основанием Дt,*. ОБщее изменение положения машины равно СУММЕ плоЩддF.Й 
9'f1.1X ПРЯ"'ОУГОЛЬНИКОВ. 

Площаgь neJ'Bozo 
nJ'ямоyzольника равна 

v(tо)дt" а i-mozo 
v(t,_,)* Дt,. 

to 1;, t, t, t, 1;, t, t, t, 1;, I;,D 1;" 1;" 1;" 1;" • 10 

j 
. 

~ 
I . 

, ,. 
" '. , , :11: 

, " . , , , , , , , 
t, 

о 

о rs 
I ~: : 

, , , , , , 

, 

I 
f-: 
1, 

, , , , 

10 

ч 

с 

Если считывать показания «скоростемера» 
аще, так что самый широкий интеl'вал дt, 
тановится уже, сумма становится Более 

а 

n 

точным nJ'иБлижением пути, nl'oageHHozo 
втомоБилем, а nl'ямоyzольники Более точно 

овторяют очеl'тания zra<!'uкa. 

показания 

По мере mozo как дt--о, nl'иБлижение 
становится все Более точным, а совокyn­

ность nl'ямоyzольников начинает выzляgеть 

как О&ЛАСТЪ под ГРД<РИКО'" <РУНКUj.lИ 
y~ v(t) межgу t~ou t~ 10. 

* ПJ'egnоложuм пока, что скорость неотJ'ицательна. 
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Пус!<Э~ скорость заgаemся n"oc.mo~ фOf'муло~ V(t) ~ t м/с. fOZ9a изменение положения 
~е"ез 10 секунв, 5(10) - 5(0), "а8НО nлощаgи nog Z\'a~UKoM у ~ t во t ~ 10, то есть 
nлощаgи gaHHozo m"еyzольни!<Э: 

10 

10 

Поскольку Т n"ОUЗ8ОЛЬНО, 1то 
зна~иm, ~тo 5 !<ЭК ~УНКЦt.lЯ 8\'е­
мени оn"egеляеmся ~ормуло~ 

5(Т) ~ 5(0) + i р, 
Zge 5 (О) - сmЗ\'m08ая nозиЩJЯ. 

в СУШiJости, 

8место 10 мож­
но nogcma8umb 
лю60е 8\'емя t : 

5(0) 
у ~ 5(0) +t 1" 

т 

ПЛОtJJAA,b 

nP€-8\'зmилась 

8 <!,ункцию?! 

д menepb А,И4>4>ЕРЕНIЦ-1РУЕМ 5(t). 

5'(t) ~..SL (.1.t 2 ) ~ t 
dt 1-

Прouзвogнзя ~ao? 

Площзgu? Что зguь 
вооGще творится? 

~ v(t) 

Как и слeg08ало ожиgаmь, n"o­
U380gная ~YНKL;UU положения 5 
по 8\'емени t - 1то скорость V. 

(Уgи8иmельно, ~тo ~ункЩJЯ, onu­
СЫ8ающая положение а8томоБи ­

ля, n"egсmа8ляеm соБо~ nлощаgь 

nog Z\'a~UKoM скорости!) 
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Оnl'egеляя положение 

по CKOf'ocmu, мЫ как Бы 
А,И<Р<РЕРЕН!Ц>1РУЕМ 
В О&рДТНylo СТОРОНУ. 

Нам вана функция V, и 
МbI ищем е?YZУЮ функ­

цию, чьей nl'оизgовноlJ 

яgляется V. 

lJ.,O 9тоzo момента МbI 
gceZ9a nеl'еховили от 
функции f к ее nl'оиз­
вовНОIJ f'. д теnеl'Ь МbI 
хотим М\'ойти g oG\>Эт­
ном наnf'Зgлении, от f к 
некой функции F, такое!, 
что F': f. 

Вот .•. у кажgой 
есть еще оена ... 

<Рункция F назы�аетсяя дН1J.1ПРОИ~ВОА,НоЙ, или ПЕРВОО&Рд3НОЙ f. , Наn1'име1', положение 
s - nе~оо~азная CKOf'OCmu V. 

Стl'ЗННО 

вумать, что ты 

тут Была gce 
~емя ... 

Если можно сувить по нашему nl'UMel'Y со 
СКOf'остью (можно!!!), 9та о~mная оnе1'а­
ция gключает g себя cyММU\'ogaHue... а это, 

g сgою очеl'egь, означает завачу gычисления 
nлощави . 
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Задачи 

Прegnоло)I(UМ. lKOPOlmb а8том06иля 8 момент 8ремени tpa8Ha V(t) ~ '3t' M/l. ПриGлшкенно 
8ычиlлите раатояние. npOCIgeHHoe а8томоGилем межgу моментами 8ремени t ~ О leкyнg 
и t ~ 4 leKyнgbI. путем lложения оGлаlтей npямоyzольниК08' lначала разgелите интеР8ал 
[0.4] на четыре ра8НЫХ leZMeHma. ПУlть t, ~ i gля i ~ 0.1.2. '3. 4. Длина кажgоzо leZMeнma 
t"t,~ 1. 

1. Получите щенку lнизу. lЛО)I(U8 nлощаgи 
npямоyzольниК08 под графиком. Найвите' 

3 3 

G'".,y ~ L f(t,)t"t, ~ L '3i' 
i=O i=O 

2.. Получите оценку l8e1'XY. lЛО)I(U8 nлощаgи 
nрямоyzольниК08 НдА, zpафиком. Найвите' 

4 4 

G'"",y ~L f(t,)t"t, ~ L '3i' 
i=1 i=1 

~. Что получится t или найти 
l1'egHee 9тих lУММ? 

i (G'""" + G',..,y ) 

Bugurne, "tfflO 

nолучилаlЬ 

nлощаgь 

lElеmло-lеры�x 

тpaneцuoивo8? 

4. ПОnl'оGуем еще овин lnoloG оценки. ПУlть t , ­
l1'egняя точка leZMeHma [i. i + 1]. то ить 
t , ~ (2i + 1)/2. Найвем 

3 

G'" .. ~ L f(t,)t"t, ~ . 
i. О 

~. Можете ли 8Ы gоzаgатыя. как 8ыzляgит функциЯ s(t). или s·(t) ~ '3t'? Чему l'а8НО 
s( 4) - s(o)? НаlКОЛЬКО точными Я8илиlЬ 8аши npиGлиженные 8ычиlления? Какой метов 
npиGлиженных 8ычиlлений gал I'езультат. который Gлиже 8lezo К s(4) - s(o)? 

6. Пl'оgелайте шаzи. nоказанные 8 заgачах 1-7. l функцией v(t) ~ 1/t межgу точками 
t ~ 1 и t ~ е'. Иlnользyilте nрямоyzольники l нижними yzлами 8 точках 1. 2 ..... 1. е'. 
(у 8al nолучитlЯ (, nрямоyzольниК08 l ОlН08аниями t"t, ~ 1 и овин npямоyzольник noуже 
l olH08aHueM t"t, ~ е' - 1 '" 0.'39.) 

4 

1. Вычиlлите nl'иGлиженно nлощаgь nog OGOUMU zpафиками. 
иlnOЛЬЗУЯ 8в80е Gольшее количит80 npямоyzольниК08 8в80е 

меньшeCI ширины. 

1 е' 
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Глава 9 

Первоо6раэные 
ПАЮС константа! 

к нес~астью, npоцесс поиска ne\,­
воо6\>Ззных ~yrnb СЛО)l(}lЕЕ оGPзт­

Н020 npoцecca, 9иффе\,енцU\'ования. 

Han\,UMe\" 9"" f(x) ; х' ne\,вооGPззно~ 
БУ9ет F(x) ;+ х'. 

F'(x) ;...1.. (4х') ; х' 
4 

в оБщем ел учзе 9"" 
9(Х) ; х" ne\'ВооGPззной 

БУ9em 

G(x); _1_ xn+' 
n + 1 

я l~urnаю, это с.амое 

Большое n\,еуменьшение 

за nослegние 400 лет .•. 

9то лишь 09на из возможных nе\,вооGfазных! 
На самом 9еле их МИ020. У всех ne\,е~исленных 

ниже функци~ n\,ои3В09ная \,авна хn: 

xn+' 
G(X); --+:1 

n + 1 

xn+' 
I-I(X) ;-- + 1 

n + 1 

zee С - любая константа. 

17<; 

Потому что 

nt'ouзeogная 

KOНlm3HmbI 

\'Зона нулю! 



Еlли F - nе?8006\>Эзнэя функции f, 
тоzgэ и F + С, zge С - люБэя КОН-
lтантэ, тоже БУ9ет nе\,ВОо6\>Эзной f. 
(F + С)' ~ F' ~ f. 
Севиzая Z\'эфик у ~ F (х) n\,ямо вве\,Х 
или n\'ЯМо вниз, мы не можем изменить 

ezo наклон в какой-либо точке х. 

х 

и нэоБО\'от, или F' ~ f, то ЛIO&дЯ ПЕР800&Рд3НдЯ f omличэemlЯ от F НЭ КОНlтэнту . 
А,ОКд3д1ЕЛЫ:rво. nYlmb G - NOБэя 91'vzэя ne?80о6\>Эзнэя , 
тоzgэ (F - Ь)' (х) ~ f(x) - f(x) ~ о 9ЛЯ Blex х. 
Но в lилу lАе9lтвия ~ из теО?емы о l?eeHeM знэчении (l. 16'», eeUHlmBeнHbIe функции 
l нулевой n\,оиЗВО9НОй - 9то KOHlmaHmbI, Э иееовэтельно, F - G ~ С, Zge С - некотО\'эя 
КОНlтэнтэ . 

Какая 

полезная 

теО?ема! 
Ble возможные функции 
l нумiвой n\,оизВО9НОй 

J f(x) dx~ F(x) + С 
9тom ВЫlОкий lимвол нэзывэemlЯ 3НдКом ИН1ЕГРАМ. Функция f нэзывэemlЯ nOA,l>IH1E­
ГРдЛЪНой фУНКцией. Символ dx иlnользуетlЯ только 9ЛЯ укэзэния НЭ nе\,еменную, по котО\'ой 
n\,ouзвоеитlЯ интщU\>ование, тЭК же каК в заnиlи df/dx, и не являemlЯ om9еЛЬНЫМ lОМНО­
жителем в waBHeнuu. КЭК обычно, именэ ne\,eмeнHbIX MOZym Быть люБыми, тЭК что Ble n\'u­
вееенные 9элее вы\,эжения означают оено и то же, а именно - ne?80о6\>Эзную функции 

f(x) dx: 

J f(x) dx, J f(t) dt J f(y) dy 
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Пе\'~ОО61'азную uHozga 
назы~ают НЕОПРЕА,ЕЛЕН­
НЫМ ИНТЕГРМОМ от f. 
НеоYl\'egеленным - потому 
что он Оn\,egелен лишь с 

точностью ео n\,uGа~ляе­

MO~ к нем у константы С. 
HaYl\'UMe\, , 

J" d" ~ ..1 ,,'+ С 2 ' 

~C~ 'ти функции 
ЯElляюmtя 

неоnp~еленным 

uнmщэлом 

от f(x). х. 
t-----i 

~ > 9то помогает 

оn?egелumЬtя с. 

неоnрegелен­

ноcrnью ... 

Поскольку мы уже нашли мноzuе n\,оuз~оgные, то нам уже uз~итны слegyIOЩL<е uнтщалы= 

J d" ~ "+ С . 
тосле знака uнmеZ\'ала n"91'Э­
зуме~ается, но не пишется 1.) 

J "р d" ~ _1_ "Р + 1 + С 
р + 1 

J еХ d" ~ еХ + С 

J $in" d" ~ - СО$ " + с 

П\,uмечанuе. Исnользо~ание мogуля ~ nослegнем 
Yl'a~Heнuu on\,a~gaHHo, так как Yl\'U " < о 

илu " > О, mozga также a~ (/n ,,) ~ ~ 

J СО$" d" ~ $in " + с 

J d" ~ аrщ " + с 
1 + ,,' 

JA. ~ arc$in "+ С 
1 _ ,,' 

J ~ d,,~ lnl,,1 + С 

Вместе получается, что a~ ln 1,,1 ~ ~ , Yl\'" "'" О. 
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д f In х dx - 9то ... МММ ... К!<М! КажеmlЯ . SbIZN!9um ,накомо? 

Нет ... Я Бы 
запомнила. или Бы 

8U9ела такое ,Хоть 

\'33 • ,",,3НU ... 

к ничаlmью. 9ЛЯ инmеZf't.I\'ования функции мы 90ЛЖНЫ узнать s ней nrои,SО9НУЮ каКай-то 
eryzoij функции. коmOf'УЮ мы уже sи9ели. Пока чmо мы не sи9ели ни Q9HoiJ функции. 
nrOy,S09HOiJ KomOf'0ij был бы In х. 

Ну 90ЛЖН3 же ОН3 

~e-тo Быmь ... 
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At-я еиффе\,енЦU\'OIIания нужно лишь слее08ать несКОЛЬКим n\,ocmbIM n\'Э8илам. ИнтеZ\'U\'OIIание 
же т\,е6ует HeкomO\'ozo опыта. Чем Больше n\,оиЗ80еных 8Ы nе\,е8иеали, тем леzче Буеет 

нахоеить ne\,8006j>азные .. . 

Кто 

9то 

был? 

СтУ9ент! Он изучэл 
мзrnанэлuз , НО 

не решэл ЗЭ9ачu. 

!;сли функциЯ noe знаком интеZ\'ала 
(nоеынтеZ\'альная функциЯ) чем -то похожа 

на иЗ8естную n\,оиЗ80еную , часто ее ne\'8o-
06j>азную можно найти, n\,08e\'U8 С80Ю 
eozaeKy и чуть-чуть noeozHa8 \,езультат . 

Прим~р 1. J е'" dx 

Мы знаем, что f(x) = е'" чем-то похожа 
на n\'ОUЗ80еную функции б( х) = е". И 8 са­
мом ееле, б'(х) = 2е" , то есть отлича­
ется только на К09ффициент, \'Э8НЫЙ 2. 
Поn\,оБуем F(x)= + е'" и получим 

F'(x) =..1.. · 2 . е" = е" = f(x) 
2 

F - n€\'8006\'Эзная, и мы заключаем , что 
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Мы 8ыnолнили слееующuе шаzи: 

1. Посмот\,еть, похожа ли nоеынтеZ\'аль­
ная функция f на n\,оиЗ8€9ение константы 
и какоо ~иБуеь иЗ8естной n\,OUЗ8оеной. 

2.. Поn\,оБ08ать yzaeamb 
ne\,8006j>азную б. 

4. !;сли б' отличается от f только мно­
жителем-константой, умножить G на 
соот8етст8yIOЩий множитель, чтоБы 

получилась Более nоехоеящая функция F. 

'j. П\'08е\,ить, еейст8ительно ли F' ~ f. 

6. П08тО\'ять n\,€9bIeytЦue шаzи 
по неoGхоеимости. 

9та n\,oLI€9wa наЗЫ8ается 

методом про6 

и оwи60К. 

А по-латыни 9то 

звучэло ZО\'ЭЗ90 

lCPэt::usu! 



Пример 1. J .. : х2 dx 

1. 06Ратите ~нимэние , ~тo nogынmщаль­
ная функция f ~eM -то nохожэ на ФУНКL\ию 

1 
1 + х2. ' 

коmорая Я~Nlеmся nроиз~оgной аркmэн­

zeHca. 3эnишем ее каК 

1 1 
f( х) ~ -;;; ( " )2 

(1 + '2 ) 

1. Bыe~иHeM zиnоmезу, чmо 
6(х) ~ arctg ~ . 

110лучился лишний множиmель 2. 

4.I1римем F(x) ~ J arctg (~) 

15. 110слegний шаz. I1ро~ерим, ~тo 
F'(x) ~ f(x). "ту npo~epкy я npego­
сmа~NlЮ те6е, gopozoa ~иmаmель! Теперь 
можно зэклю~иmь, ~тo 

J 1 dx~ ~ardg (Х) + С 
.. + х2 2 2 

EgtAilmUI-Н.l(! U1ЭZ , 
mpе6YЮЩUЙ ,w,1t:дume,.\bНozo 

Y'UIIU:;I, - "ереыб. 8,,,­
Oйna......нoe - IOIJI.LII> 

6езgу.wюе lCVученuе РyчICLI 
н.ame,ч.arnt.lчиkoti ,Io\ЭUJLIЖCLI .•• 

иноzgа узнаmь ~ функции nрouз~ogную nOMozaem 
~nHoe nра~ило. Оно zлзсиm: 

a~ (U(v(x))) ~ v'(x) u'(v(x)) 

Если nоgынmеzpэльнэя функция ~bjzNlgum каК 

npа~ая сторона 9mozo рэ~енсm~э, то есть со­
gержиm ~нymреннюю функцию, ~ья nроиз~оgная 

~ысmу!'1эem ~ роли сомножиmеNl, зна~иm , 

nоgынmеzpальная ФУНКL\ия Я~Nlеmся nроиз~оgной 

и мы можем «размоmэmь» L\enочку, ~тоБы 

gо6Раmься ео nер~оО6\'эзной F(x) ~ u(v(x)). 

Пример 3. J 2х е"2 dx 

1. в nоgынmеzpэльной функции множиmель 
2х - nрouз~оgная ~HyтpeнHeй функции 9КCnO­

ненты х2, так ~тo можно nonpoGo~amb: 

Нам nо~езло: МЫ попэли ~ L\ель с n~ozo раза! 

Так ~тo можем заnисаmь: 

ню 



Пример 4. f vb dx 
1 + х2 

1. х в числителе (или npенe6j>ечь КО9ф",иLlU­
ehmOM-ICОНСmанmой) - 9то Yl\'OUЗВ"9ная 
внутренней функиии 1 + х2 • 

.1 
2.. Мы gоzаgываеМlЯ, что (7(х) ~ (1 + х2) ' 

3. (7'(х) ~ (2х) 4. (1 + х2) -т ~ Х (1 + х2) -т 

Мы получили nоgынтеzpа""ную "'УНКL\Uю. 

Поправки не нужны, так что шаzи 4 и ? 
Yl\'onускзем и можем lP3зу заnисать: 

f vbdx;~+C 1 + х2 

Пример 5а. f sin" 8 cos d8 

39иь мы опять ви9УМ 

внymyеннlOЮ функцию u ее 
npоuзsоgную 8 роли lомно.жumею! 

1. Помните, gля лю60Й ",YНКL\Uи f ",ункиия f" Gygem иметь "1'ОО38"9-
ную nfn-' f'. В n"9ынтеzpа""ной ",ункиии мы 8ugUM n-ю степень сину­
са, умноженную на n1'ои380gную синуса - косинус. Может, 9то 

lA тут все 
окончательно 

заnymы�-

d~ (sin'" 8)? 

2.. ПОYl\'оGуем (7(8) ~ sinn +18 

3. П1'О8е1'ка. (7'(8) ~ (n + 1) sin" 8 cos 8 
отличается от искомой лишь на сомноЖ!J­

те"" n + 1. 

sin'" 8 
4. Tozga F(8) ~ n + 1 

Gygem иметь искомую n1'ои380gную 
(пункт? "1'О8е1'Ьте сами!), и 

f 'sin" 8 cos d8 ~ яn n +' 8+ С 
n+1 

lвl 



&ольшая часть трюков ••• 9 •.. МЕТОДОВ интеZ!'LI\'ования Буgem gemально рассмотрена 
в слegующей zлзве, но сначала ... 

Задачи 

Найвите nервоо6\'Ззные . Не заБывайте gоБавлять константу! 

1. f (, d" 1. f 1 d" 
У4 _ ,,' 11. f ~ ,,'е(" ") d" 

1. f ~ Х< d" в. f sin 1." d" 13. f sin " e COS
' d" 

3. f (" - 1.) '0 d" 9. f 2sin " cos " d" 14. f ,,' - 4" 
у,,' _ {,,,' 

f 1 О. ИЗ mpuzoнoMem\'U" мЫ 11$. f _1_ d" 
4. (1 - ,,) -, d" помним, что "+ 1 

sin 1." ~ 2sin "cos ". 

f f 
Вывевите отсюgа, что 16. ~d" 1$. (а- ,,)л d" cos 1." ~ -2sin ' " + С, zge " -
С - некоторая константа . 

f 
(1logскэзкз: \'Ззло;t:Uте nogbIH-

6. 1." d" 
11. Чему равна константа С тezpальную 'Рункцuю на 9Ммен-

9 + ,,' в заgаче 10? тарные 9\'06"", как nокззано 
на с. 33-34.) 

11. Пока;t:Uте, что если F - nервооG\>азная <рункции f, G - nервооG\>азная <рункции 9, 
а С" Р - люБые константы , то CF + PG - nеРвооG\>Ззная gля Cf + Р9. 
(Пogскззкз: в"<p<pepeнЦLl\'yйтe CF + PG.) 

Найвите nеРвоо6\'Ззные: 

lв. f (1.", + 1",,' - i ,,- 1) d" 

19. f (sin' Э соsЭ + соs'Э sinЭ )dЭ 

10·f 
11. f 

е' + е-' d" 1. 

3t' f t ' _ t' + 1 dt- 1.t dt 
t ' - t ' + 1 

13. f 1,,1 d" 

(1logскззкз: \'Зссматр"sайте nоло;t:Uтельные 
и отрицательные значения х оrnеельно .) 

Нарисуйте Z\'З'PUк nервоо61'ЗзНОЙ . 

14. Если F'(,,) ~ f(,,), чему равен 

f f(" - а) dю 
11$. Если f - g"<р<реренЦLl\'уемзя <рунк­
циЯ, чем у равен 

f f'(,,) dю 
f(") . 



Глава 10 

Определенным интеrрал 
П/lощаgu nое U нае 

'!то мы имеем g gugy, zоgО1'Я о nлощаgи фиzУ!'Ы? Если ,то nрямоyzольник, треyzольник или их 
комGинаL\UЯ, то gce просто: нужно лишь сложить nлощаgи состаgляющuх фиzУ!'У треyzольни­
KOg или nрямоyzольникоg. 

ОtmЗЛОlЪ rnолысo 

Вtnомнumь, !(ЭК 

считать nлощаgь 

mpеyzольника ... 

НО что, если фиZУ!'а имеет КРИВОЛИНЕЙНЫЕ О'!ЕРТдIIИЯ? KaKOga mozga ее nлощаgь? 

9~! 

Выпрямлять не 

разрешается! 

А,оG\>аgшись ео ,mozo места, gbI наgерняка 
уже начинаете nоgозреgать, что оnрegеле­

ние nлощаgи как-то сgязано с nРЕДЕЛдIt\И ... 
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A/IЯ l1\'0tmombI \,замот\,им оtо6ую фиzУ\'У, оZ\'зниченную t т\,ех tmO\'OH n\,ямы�и линиями : 

tле83 и tn\'383 - 8е\,тикальными Х ~ а, Х ~ Ь, tHU3Y - оtЬЮ Х, 3 t8e\,xy - Z\'3фиком некото­
\,O~ функ~и у ~ f(x), отноtительно KoтO\'o~ пока 6уеем tчитзть, что онз неот\,иL\3тельнз. 
у т3KO~ фиzУ\'Ы только оенз К\'и80лине~нзя tmO\'OH3. 

Нет, то, что она 

похожа Н3 tлонз, 

нзкры�оz.оo ПОПОНОО I 

не имеет нuкэкоz.о 

знзчения. '---., 

а ь 

A;Jльше 6уеем n\,име\,но tлееО8зть шзzзм, Onut3HHbIM Н3 t. 169: \,зз06ьем инте\,взл [а, Ь] 
Н3 nоеынте\,83лы�' \,ззмuти8 Н3 нем точКи ХО , Х" х., .. , х" ... хn' zee ХО ~ а и Хn ~ Ь. A/IЯ 
кaжeozo i ~ 1 8ы6е\,ем любую точку х .. 8 i-mом инте\'83ле [ х,_" х,] и nOtm\,oUM n\'Ямо­
yzольник 8bItOmO~ f(x") t OtH083HueM l::!.x, ~ х, - х,_ ,. И нзконец, tyММU\'yeM nлощзеи n\,ямо­
yzольниКО8, что6ы получить n\,и6лuженное знзчение nлощзеи \,замат\,и8земой фиzУ\'Ы. 

у ~ f(x) 

n 
~ f(x.*)8x. L.J I I 

i ~ 1 

:t.* 
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Хотите, я tеэм 

8 утиль лишние 
чэtmи? 



::Imo выражение называется РИМAl!О80Й с.уммой в честь &еРНХ3l'9а Римана, математика 
столь оригинального и талантливого, что его хвалил 9зже сам великий Гауа, который вообще 

не хвалил никого и никогва. 

::1 ••• еслu Г ауа 
не .хвалил HUICOZO, 

но nохвалuл меня ... 
то ... я-
не ниlCmО? 

&ернэrguк, gеРЖUlЬ лучше МЗmЭНЭ­

лизэ. а ЛОZUКУ оставь В nOkoe ... 

Наш план, таким ОG\'азом, состouт в том, чтобы разбить интервал на все более мелкие 

части так, чтобы самая большая ~Xi --O, и посмотреть, БУ9vm ли суммы nЛ0Щ39ей 
nрямоyzольников стремиться к некоторому nрegелу. 

-
/ 

-
а ь а ь 

Не БУfJУ вас томить. Ответ - М! три условии, что функцuя f непрерывна на интервале 
[а, bj, см.с. 162.)Прegел ,той суммы называется ОПРЕДЕЛЕННЫМ ИН1ЕГРАЛОМ 
и понимается как nЛ0Щ39Ь nog КPUBOO. 3аnисывается ,то так: 

ь 

f(x) dx 
а 

а ь 

lв'5 



OCTOPO)I(НO . ТЕОРИЯ!!! 

На 9тих 9ВУХ ,т1'аницэх 9ано 

К!'аткое 9окэзатель,тво 

mozo. что 9ЛЯ неn1'еl'ЫВНОЙ 
f !'UмaHOВbI 'YINN>I 'Х09ят,я 
к 09нозначно Оnl'egеленному 

значению. то ить Onl'ege­
ленному интеZj'ЭЛ У. !;,ли ва, 

инте1'иует только nj'Экmи­

чuкое nl'UMeHeнue. можете 

'l'ЭЗУ nel'eamu на ,. 1вв : 9то 

не помешает вам жить нО!'­

маЛЬНОй nолно"енной жизнью ... 

Если ты О~ЕЩАЕШЬ. что 

меня вСе. равно npuMyт s 
ЩUЦUНlКUCi UHlmumym . .. 

КРД1)(О!; И3ЛО)Кl;НИ!; А,ОКд3дТЕЛЬСТ8д. nу,ть функ~я fHenl'el'bIBHa на [а. Ь]. 
nу,ть [а ~ "о. ", . ... ", ~ ь 1 -1'ЭзБиение интеl'вала. На каЖ90М n09ынте1'вале ["'-" "а . 
,оzла,но meOj'eмe оБ 9кст1'емалъных значениях. f 9o,muzaem максимума М, и минимума т,. 

Henpe1'bl8Hble 
ФУНIЩiJU -

... ашu 
9I'YJЪя! 

Tenel'b ,о,тавим о,оБые l'имановы 'YINN>I. котО!'ые n09Х09ят к Zj'Эфику ,ве1'ХУ и ,низу. 

НИ.ЖНЯЯ CYINМ 9mOZO l'азБиения 

Оnl'egеляется фО!'мулой 

n 

$~ L m,t.", 
i ~ 1 

В!;РХНЯЯ CYINМ Оnj'egеляется ФО1'мулой 

n 

$~ L M,t.", 
i ~ 1 

Я,но. что ~ > $. и нет1'У9НО nоказать. 
что люБая веl'ХНЯЯ 'умма БУ9ет Больше 

люGой нижней 'YINN>I . незави,имо от 
mozo. на каКом l'азБиении они о,нованы. 

/ 

I 
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t:.. '\ 
М, 

1'\ 
ва 

для получения $ мы 'КЛ29Ы­
ем ,еl'ые nl'ямоyzольники. 

ля пол учения ~ - Более 
,oкue nj'Ямоyzольникu. 

,тоящие из ,еI'ОЙ и Белой 

,тей. 

9 
вы 

,о 

ча 

I 



A;Jлее используем СЛ"9yIOщий факт, который 9ается Без 90кэзательства: 9ЛЯ люБоzо 

Е: > О можно \,азБить инте\,вал [а, Ь] так, что If(c) - f(d)1 < Е:, КОГДА сИ d ЛЕЖАТ 
В 0f,Ji01(l поА,ы�1Ер8АлЕ.. ~ 9mOZO \,азБиения М, - т, < Е: n\,и 00&01(1 i. 

ЧтоБы 9то понять, нэgо 

1~~~~;~ zлуБоко заzлянymь • I l8оСkmsз '1Ulел, о "ото-

pblX часто ynоминают, 

но нu!Фzgз не OnUlblBa­
ют в gеmаля)( ... 

Omci09a СЛ"9ует, что чем мельче \,азБиение, тем Ближе g\'VZ к g\'vzy становятся ве\,ХНЯЯ и 
нижняя СУМНФI. В"9Ь 9ЛЯ люБоzо сколь VZ09HO маЛОZО Е: > О мы можем С9елать такое мелкое 
\,азБиение, что 

М, - m, < _Е:__ 9ЛЯ люGОZО i. 
Ь- а 

в 9том случае 

n 
~ - s ~ L (М, - m,)D.:x, < 

i ~ 1 

n 

< L Ь: а D.:x,~ 
i ~ 1 

Е: ~ -- (Ь - а) ~ Е: 
Ь- а 

!:сли ве\,ХНЯЯ и нижняя СУМНФI MOZym Быть сколь VZ09HO Близки g\'VZ К g\'vzy, 9то значит, что 
меЖ9У ними зажато РОВНО 0f,Ji0 ЧИСЛО . (9то еще 09НО СЛ"9ствие zлуБокоzо nоZ\'ужения в 
свойства чисел и т.9. и т.n.) ПО ОПР!:A,l:Лl:НИЮ, Оn\'''9еленным интеZ\'алом f на инте\'Вале 
от а 90 Ь является именно 9то число! 

Сюgа влезет 

только 09НО 

число ... 

я Больше NOБой 

нижней суммы! 

Я меньше люGоCi 

верхней суммы! 

Я уникален! 

1в7 

А теnе\,ь ве\,немея К вещам, кomо"ые 
вам в самом 9еле нужно знать. 



Чmо npoucxogum, Kozga функция 9 npUHuмaem оmрицаmель­
ные значения? Если 9(Х/) < о, то и член pимaHOBO~ 
cyмN>ы� 9(Х'"}6.х, оmрицаmелен (Begb 6.х, nоложumельна). 

A{V'O уgоБсmва иМlOcтpaции 
мы� В начале эmоо zлавы рас­

смаmривали инmezpaл 

НЕОТРИUAТЕЛЬНОЙ функции ... 
Но на самом gеле римановы 

cyмN>ы� схоgяmся К оnрegелен­

ном у инmеzpал у gля ЛIO&ОЙ 
HenpepbIBHOO функции 
на закрыmом инmервале. 

6.х, > О , , ,-, , 

'k.J::'7"''I. -- -- - 9( х,"} < о 

Иными словами, оБласmи под осью Х gаюm ОТРИUAТЕЛЬНЫЕ 3НАЧЕНИЯ. A{V'O оnрegеленноzо 
инmеzpала nлощаgи , расположенные nog осью х, как бы взаимоуничmожаюmся с nлощаgями , 

расположенными нае осью х. Если nрouзвоgную можно назваmь «скоросmью со знаком», 

то инmеzpaл - эmо «nлощаgь со знакоМ». 

Пример 
Хоmя мы� еще не умеем вычисляmь оnрegеленные инmezpaлы�' мы� можем gоzаgаmыя, чmо 

27Т i sinede~O, 
поскольку оБласmь межgу тr и '2. тr, ле­
жащая nog осью х, являеmся mочным 
зеркальным оmражением nоложumель­

HO~ обласmи, лежащro межgу О и 1(. 

9ти еве nлощаgи анниzилupуюm g1'yz 
g1'yza. 

lвв 



~ тэкже uнтеZf'Uf'оgэть некоторые ФУНКL\UU, не яgляющuеся HenpepbIgHbIМU. 

Пример ~OPHики нэ лоGоgом стекле 
у мноzuх эgтомоGuлей оGоруеоgэны ФУНКL\uей 

П1'Е1'Ы8ИСТОЙ 1'10&011.1: g конеенсэторе ме­
ханизмэ, vnрэgляющezо еgорнuкэмu, нэкэnлu­

gэemся зэряе ... 

ГРЭФUК зэguсuмостu зэряеэ конеенсэторэ 
от gpeмeHU Буеет gыzляееть gOm тэк. 
Он «nерескэкugэет» от оеной точки 

К eryzoa. . 

?то uмюстРЭL\UЯ gэжной формульr. 

Если С - точкэ межеу а u Ь, то 

с Ь Ь i f( х) dx + i f( х) dx ~ i f( х) dx 

?то очеguено , поэтому еокэзэтельстgо 
пpUgOeUmb не Буеем. ОGщэя nлощэеь 

(со знэком) рэgнэ сумме nлощэеей 

(со знэком) egyx чэстеЙ. 

1в9 

и коzеэ он еостuzэет оnреееленноzо nоро­

ZOgOZO знэченuя, nроисхоеит nроБой, контур 
зэмыкэется, u egopHUKU очuщэют стекло. 

+-~- - . 

но еэже g этом случэе мы можем eZo 
uнтеZf'Uf'оgэть: нужно просто сложить 

nлощэеu нэ тех отрезкэх , zee ФУНКL\Uя 
неnрерыgнэ. 

а 

ь i q(t) dt~ 
cYINМ- nлощзgей треугольников 

или фраzме.нm($ mреYZОЛЬНUkОS. 

ь 



Тзк что, МЬ! НЗ­

конец получим 

OI11'''9еленные 

ответы НЗt:чет 

9тих OnРegелен­

HblX uнmezyэлов? 

Начнем, труеного - оnрegелим nрegел 

римэновых ,умм. 

Пример 

110кажем. что 

1 

J xdx~J.. о 2 

Ты хочешь 90kЗзэть , 

что nлow,эgь 9тоzo 

треyzольнuкз 

,-_..:,,,,,,на 1/ 2? 
\{ 

о 

Разобьем интер~ал [о. 1] на n pa~HЫX частей. 
и,nользуя набор точеК [О. 1/n. 2/n • .. .• 11. 
Ширина кажgоzо интер~алэ l:!.x ~ 1/n. а f(Xi) ~ 
~ i/n. Tozga ~ерхняя 'умма pa~Ha 

n 

L f( х,) l:!.x ~ 
i ~ 1 

i n oo o o ooo _ 

о i. 
n 

Ширина ~ 

1/n 

8озможно. ~Ы помните ~ормулу 'уммы ne~bIx 

n положительных чи'ел (а или нет. то 
nO'Mompиme ~ учeGнике!) : 

n 
"" i ~ n(n + 1) ~ n' + n 
k... 2 2 
i ~ 1 

Tozga римэнова 'умма pa~Ha 

n 
J.. "" i ~ n' + n ~ J.. + _1_ 
n' k... 2n' 2 2n 

i ~ 1 

11 о мере того как n - 00 и разбиение 'тано­
~ит'я ~ce Мel>Ьче, 9тот nРеееА стремится 

К 1/2. Иными ,ло~ами, 
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Ну лэgно, :>то Был Bcezo лишь треyzольник ••. Но мы совершили столько тРуеов, чтобы наzляg­
но nоказать: изоGpетя математический анализ, Ньютон и ЛейБниц с:>кономили человечеству 

кучу усилий! Их Большое открытие в оБлэсти интеzpалов настолько важно, что оно называ ­

ется <РУНА,дМЕНТдЛЬНОЙ ТЕОРЕМОЙ IМТЕIМТИ'lЕСКОГО дНАЛИ3д. Мы noкpoeM :>тот 
материал на слegующих страницах ... 

И кстати ••• если вы Bgpyz заgались вопросом, почему в nouegHeM ответе мы не gоБави­
ли константу - не заБывайте, что оnрegеленные интеzpалы� являются ОПРЕДЕЛЕННЫМИ! 

Оnрegеленный интеzpал - :>то nлощаgь со знаком, некое число . НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ же 
интеzpал, или nервооGpазная, Bcezga имеет при себе константу . 

1
1 

о 
Х dx .. i 

УМОЛЯЮ, <кажи, no,ему 

они mozga записываются 
овни,"" и тем же. 

СUN$ОЛОМ? 
'-----1 
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Ответ скоро 

Буgет •.• 



Задачи 

1. Оnt'~елим функцuю 9 lЛ~yющuм 06разом: 

9(") ~ 1 вля таких ". что 2п S " < 2п + 1 

9(") ~ -lвля таких ", что 2п + 1 S " < 2п + 2 

/J.f'$< в,ех целых чu'ел n ~ О. ±1, ±2, •• . НЭ1'u'уйте 
Z?афик 9. 

ВычиlЛuте интеZ?ал 

7,';')8 

J 9(") d" 
-4.096 

2. /J.f'$< функцuи 9(t) ~ t 2 u любоzо ЧUlЛа Т no,mpoame риманову ,умму на uнтервале 
от О во т ,л~ующuм 06\'Эзом. Разбейте интервал [о, Т] на n равных интервалов, и,­
пользуя набор точек (О. Т/п, 2 Т/п, ... iT/n, .... пТ/п ~ Т}. Пу,ть t, ~ iT/n, заме­
тим. что t;.t, ~ Т/п, так что ogна риманова 'умма ~n равна 

n 

~n ~L(iJY(~) р 
i ~ 1 

Ynpo,mume 9то выраженuе. 3атем во,nользуйтиь 
lЛ~ующей формулой, открытой 9Pe8Hимu Z?eк3МU: 

n L i 2 ~ п(п + 1) (2п + 1) 

. 1 6 1 ~ 

(зТ/п)" 

... чтобы выразить ~n через n u Т. Покажuте, 
что по мере mozo как n -+ 00. (2 Т/п) 2 

~ -+ l..Т' 
n 3 . (T/n)~" t:;2j:..~.J..4~-4-

Какие вывogы можно 'велать из факта , что 9то т / n 2 Т / n 3 Т / n т 
выраженuе отрицательно npu Т < О? 

3. И'nользуя формулу 'уммы куБОВ 

n L i ' ~ ( п(п2+ 1) ) " , 

i ~ 1 

4. На ,. 161 мы onu,aдu функцuю, которая не 
являет'Я HenpepbIBHOO npu ,,~ 2 . 

f(,,)~ I"~ 21 "~2 

f(2) ~ 1 
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06\.я,нuте, почему вля f не 'ущитвуem 
верхней 'уммы на N060M uнтервале. 'ogер­
жащем"~ 2. 



Глава 11 

Фундаментальная 
Наконец 8се схоguтся 8 ogHY точку 

в 2лэве f3 мы� оБНЭl'ужuли, чmо поло­
жeHиe - nеI'ВООG\'ЭЗНЭЯ lK01'0lmu -
n?e{jlmэеm кэк nЛОЩЭ9Ь УЧЭlmкэ n09 
Z\'эфиком lK01'Olmu . ОкэзывэеmlЯ, 9то 
BOBle не lОВnЭ9ение. ИнmеZ\'элы 8СЕХ 
ХОРОШИХ функщ"! вычиlляюmlЯ чеl'ез 
их nеI'ВООG\'эзные! Т enel'b без лишних 
цеl'емоний хочу nl'e{jlmэвиmь ... 

Ты уееl'енэ. что 

цеl'емоний не нужно? 

Хвэтит. ОGойgеМlЯ 

Gез церемоний. 

}-----; 

ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА, версия 1: 

Еlли f - функция, неn1'еl'ЫВНЭЯ нэ инmеl'вэле [а, Ь], и F - лю6эя 
ее nе\'ВооG\'Эзнэя нэ 9том инmеl'вэле, то 

9mэ nО1'эзиmельнэя mеО1'емэ 
оG'be{jиняеm nl'oиЗВО9ные l ин­

meZ?элэми. Онэ, по lymu, 20-
ВО1'ит, чmо 9ЛЯ вычиlЛения ин­

meZ?ЭЛЭ нужно lНЭЧЭЛЭ нэйmи 

nеl'ВООG\'Эзную n09ынmеZ\'эль­

ной функции, nomOM вычиlЛиmь 
9ту nеI'ВООG\'ЭЗНУЮ в обоих 

концах инmеl'ВЭЛЭ и вычиmь 

09НО полученное знэчение 

из 91'VZ020! И 9ТО 8ct;! 
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1 

При мер Найеем i х dx 

Сначала найеем nе\'80о6\'ЭзНУЮ f( х) ~ х. 
Мы знаем. чmо оена из них F(x) ~ 1 х 2 • 
Ayaмz.e из теоуемы слegуem: 

1 f
o 
х dx ~ F(1) - F(o) ~ 

~..1.. (1) 2 _ ..1.. (0)2 ~ 
1. 1. 

~..1.. 
1. 

Как мы и еоказали с оZ\'омными т1'уе­

носmями mf'U cmf'3HUЦbI назае· 

НО 8се равно, 7то 

всего лишь nлощаеъ 

mреYZOЛЬНU!GI ... 

<; 

При мер 1, х' dx 

НО 9то 

еще не 8с.ё! 

Мы знаем. чmо F(x) ~ + х ' - nef'~o06-
l'азная. 3начиm. инmеZ\'ал l'a~eH 

~ 62<; - 1 ~ 1% 
4 

9ту l'азносmь часmо заnисы~аюm ~ ~иee 

..1.. x 'l· 4 -1 

ь 

Пример L х" dx 

хn + 1 

6(х) ~ --1 - nе!'800Gfазная. 3начиm. 
п+ 

ь 

J "d х "+1 Ib Ь"+1 Х x~-- ~--
о п+10 п+1 

Пример J"12 sinede~- соsеГ2 ~ 
о о 

~ -cos( ТТ) - (-cos о) ~ 
1. 

~0+1~1 

1 

Пример J -1 1 z du~аrщul' ~ 
о + и о 

~аrЩ1-аrщО~ 

(3еиь мы наз~али nеl'еменную инmеZ\'Uf'о~ания и 

лишь еля mozo. чm06ы наnомниmь ~aM: она 
можеm носить tюGое имя!) 

Ты npэs! 9rnо неееро- IA 8t:e же Я 

ятно ""ymо! Я 9"",е 9З\' ,,, ... шу.",,' т" 
pe'1U nomеуялэ... Z08OPUШЬ .•• 

тт/4 

о 
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Есть HecKOilbKO сnосоБо~ nрочугст~о~ать q>унеаментаilbНУЮ с~язь межеу nрouз~оеными и ин­
тezpaлами . Оеин из них - понять, почему «npоиз~оеная от nлощаеи» есть сама исхоеная 

q>ункция. ЧтоGы 1то сеелать, нужно npe~mumb интеграл ~ q>ункL\UЮ. 

Итак •• • у нас есть q>унКL\UЯ f , мы 
",иксируем оену конечную точку 

интеZPUP08ания и nоз~оляем ervzoo 
изменять положение. Tozea nло­
щаеь тоже изменяется: она стано­

~ит'Я ФУНКLIfIЕЙ ОТ ПОЛОЖЕНИЯ 
ПОРОЙ КОНЕЧНОЙ ТОЧКИ. 

Если х - nое~ижная конечная точка, 

а АС х) - nлощаеь *, 1ту nлощаеь 
моЖНО записать q>ормулой 

д 1то то же самое, что сказать: 

А'(х) .. f(x) 

а 

а 

f(x) 

Так. ты 

9ef"'" 
C~OO конец 

-< Henoe8WkНO, 

а Я GY9Y 
C98uzamb 
С8ОО ••• 

t 

t 

• Пое nЛОЩЗ9ЬЮ мь! 8сща "09Р33умеваем nЛОЩЗ9' со знаком. Таl<Же слееуem npeeycмompem, 8ОЗ­
мо.жнОlmь. '1mo nogs:u-*Нзя конечная то'1К3 окэжemtя с.леВА от а. 8 9том случае gОZ08ОРU.w::я. что 

f. "f(t) dt означает - [
а 

f(t) dt 
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Ват ст"оzая 
формули­

"овкэ: 

ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ 

ТЕОРЕМА 

МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

АНАЛИЗА, версия 1: 

J\ОКА3Д1ЕШ1iО. Если у А есть n"оизвоg­
ная , она вы"ажзется слegуюЩLIМ n"egелом, 

если таковой существует: 

А'(х); lim А(х + h) - А(х) 
h-o h 

ПО оn"egелению А. 

[нм (' [нм 
J. f(t) dt-J. f(t) dt;J~ f(t) dt 

а х х+ h 

Высота 9той полоски" f(x), ширина; h, 
а слegователъно , ее nлощаgь " hf(X), то 
есть 

Если f - неn"е"ывная функция, а - то~кэ из ее 
оБласти оn"egеления и А оn"egеляется кэк 
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Можно сформулировать то же gокэзателъ­

ство точнее: оn"egеленный интеzpал зажзт 

межgу своей ве"хней и нижней CY~Mи: 

[~+M 

mh S J. f(t) dt s Mh, 

zge m и М соответственно 
нижняя и ве"хняЯ zpаницы f 
на инте"вале [х, Х + h]. 
Tozga 

м --­
т --

< А(х + h) - А(х) <_ " 
т_ h '" 

По ме.l'е mozo как 
h-О,muМ 

t::жuмаюm'я IJместе! 

х х+ h 

д поскольку f Н!:ПРЕРЫIIНД, m и М 
обе ст"емятся К f( х) n"и h -+ о 
(по теореме бymе"G\'ogа) . 

lim А(х + h) - А(х) ; f(x) 
h_o h 



ПуoGе""'''''Я-J<a 
по 901С!З"m""""m.у еще 

т. чm06ы nРОЧу9lmвоsаmь 

ezo получше! 
r-----' 

Или, кзк вы!'азил<:я бы Лейбниц: 

dA - &ЕСКОНЕЧНО ТОНК1IЯ 
nоло,кз ширины dx и вы,оты 
f(x), так что ее nлощэgь !'Звна, 
toответ,твенно, f( х) dx. 

dA ~ f( х) dx, 

dA ~ f(x) 
dx 

/ 
dx 

f( х) 

f(x) 

6..А - nлощэgь вот 9тоо тонень -
коо nоло,ки на К\'Эю оn!'egеленноzо 

интеZ\'Элэ. Ширина nоло,ы - h, а 
вы,ота n!'иблизительно !,авна f(x), 
то ить nлощэgь n!'иблизительно 

!,авна hf(x)*. Слegовательно, 

6..А " М(х) ~ f(x) 
h h 

"тот крохотный клиНЫШeJ( наве!'­

ху не n!'евышает (М - m)h ... 
Слegовательно, 9то - блоха! 

6..А ~ hf( х) + блоха 

А значит, А'(х) ~ f(x). 

я же zoвO\'Uл 

meGe, "'то моя 
3ЗnUlЬ лучше! 

в любом иучае 'мы'л ogин и тот же: 

СКОРОСТЬ И3МЕНЕНИЯ плоЩАДИ 8 ТОЧКЕ 
ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ 8ЫСОТОЙ ГРАфИКА 
8 "ТОЙ ТОЧКЕ. 

*f(x + h) npимe!,HO !'Звна f(x), nо,кольку мы n!'egnолэzаем f неn!'е!'Ы.НОЙ: она не может 
,кзкзть туgа-'юgа • точке Х. 
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т еneрь мЬ! МDжем 901<Эзать версию 1 
ФУН9аментальной meOf'eMbI. Она не­
nO'l'eeCmBeнHo вытeI<Эет из mozo 
факта. что NOGая nервоо6\>азная 

90лжна отличаться от А( х) 
на константу. 

Доказательство версии I 
фундаментальном теоремы 

Мы хomим nоказать. что или G - ЛЮБдЯ 
nеrsooG\'Эзная неnрерьrвной функции f. то 

ь 1. f(t) dt ~ б(Ь) - б(а) 
А,ОКМА1"ЕШТ1!О. Соzласно версии 2 ФУН9амен­
тальной meOf'eMbI. 09на из nервоо6\'ЭЗНЫХ 
А функции f - 9то 

3аметим. что А( а) ~ О. так что по крайней 
мере 9ЛЯ 9той nеrsоо6\'ЭЗНОЙ 

ь 1. f(t) dt ~ А(Ь) - А(а) 

Но G 90лжна отличаться от А на константу: 

б(х) ~ А(х) + С 

3начum , 

ь 1. f(t) dt~ А(Ь) - А(а) ~ 
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~ А(Ь) + с - (А(а) + С) ~ 

"б(Ь) - G(a) 

Что и 

тре60sалось 

вокэзать ! 
Tpam-nам-nам! 



Пример ПCJКЭ)O(ем, что 1'" ь dt ~ ln х, если Х > О 

Соzласно 6ерсии 1 фунgаментальноо теоремы, 

J '" ь dt ~ F(x) - F(1), 

zge F - любая nер6006\'Эзная функции 1/t. F(t) ~ ln t-
9то ogHa иЗ nер6006\'ЭЗНЫХ, n09тому 

('" J.. dt ~ ln t I Х '" ln х - ln 1 ~ ln х, J, t 1 

поскольку ln 1 ~ О. 

Серая оБласть ~ 

ln х 

----------------~~ х 

Пример 

потому что arcsin О ~ О 

'еесь Нам опять, 60ЗМОЖНО, 

nри9ется UHmeZ!'UP06amb сnра6а 
нале60, и арксинус отрицателен 

"l'"-1 S х < О. 

-1 
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06f'amume S:HuмaHue, 
чmо при :>( < 1 инmezpал 
О'WИЦАТЕЛEiН , поскольку 

мы UHmezpupyeM 
lr'fЭва налево, 

а nogынmеzyaльная 

функция nоло.:<Umельна. 

А 7то е:3 ..... ICЭI( t1онуавumlЯ? 
ЛogынmezpзАЬН3Я функция 
ogним концо""" ухoguт 

8 6et;конечносm~, а iЮn1 

ее nлощэglo эmоzо 

не gелает! 
arcsin 1 ... "/21 



3аАачи 
Вычислите сл~ующие 

интеZ\'элы: 

20 

1. 1з {, dx 

" 2. f ~ х' dx J , 
• 

3. Jз (х - 2)'0 dx 

2/3 

4.! (1- х) -2 dx 
1/2 

• +1 

~. 1. (а - х)" dx 

коzgэ интеZ\'эл в зэgэче ? 
не оnp~елен? 

2 

6 f 1 dx . Jv'2 ";4 - х2 

7rr/2 

1. f sin 2xdx 
J1ТI4 

20; 

9. J. (t3/2 + t Ol2 
- 4t-7/2) dt 

2 

10. f ~ х2 е("+I) dx 
J , 

111Т/6 

11. J. (sin 2 ecos е + 
,тr/6 + cos2 esin е) de 

12. Покэжите, что или 
If(x)1 :5 М нэ интервэле [а, Ь] М 
gля HeKomopozO числа М, то 

IJ'" f(x) dxl :5 М(Ь - а) 
Покэжите, что или gэны 

еве <рункции f и 9, тэкuе, 
что If(x) - 9(x)1 :5 Е: 

НЭ всем интервэле, то 

а 

-М 

ь 

11 (f(x) - 9(Х)) dxl :5 Е:(Ь - а) 

-_._----_.-.. -

Иными СЛОВЭми, или еве <Рункции близки 91'VZ к 91'VZY НЭ 
некотором интервэле, их интеZ\'элы тоже буgym близки • 

13. ИЗ КУ1'СЭ элzе6уы вспомните, что 

1- tn~(I_ t)(1 + t+ t 2+ ... + t n-l ) 

или 

1- t n ~1+t+t2+ ... +tn-1 
1 - t . 

Покэжите, что знэчение СУМЖ>I 1 + t + t 2 + ... + t n - 1 

&ЛИ3КО К 11(1 - t) для МАЛЫХ t. 

--1-2 '" 1 - х2 + х' - х' _ ... + (_1)nх 2n 
1 + х 

npoUHmeZPU1'y(jme от О ео 1: 

ь 

1 '-112dХ'"1'(1-Х2+Х,_ ... +(_1)nХ2n)dХ 
о + Х о 

Вычислите обе стороны, 

чтобы нэйти q>ормулу, 

НЭЗВЭННУЮ именем ЛейбниL\Э 

(нимотря НЭ то, что ее 

открыли инgийские мэтемэ­

тики ЗЭ мноzо лет 

ео Hezo!). 
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Глава 11 

Интеrралы-о60РОТНИ 
Н06ые пути поиска nер6006/7ЭЗНЫХ 

ЧтоБы интеZ1'Щ'09ать 

q>ункцию, нужно «6cezo 
лишь» найти ее ne1'60-
06\>азную, но 9то БЫ6ает 

нелеzко ... IAHozga q>ункция 
6ыzляgит незнакомо, и мы 

не узнai!м 6 ней n1'OU360g­
ную ни оgной и36uтной нам 

q>ункции. 110000Й кажется, 

что gело Безнаgежно. 

I109тому математики 1'33-
1'3Ботали специальные ин - ( 
стl'ументы, котО1'ые ynl'o-
щают 603НЮ С интеZ1'алами 

и nомоzают их l'асколоть . 
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Отлично! 

/lюGt.ю хорошие 

инструменты! 



Подстановка 

переменных 

Отныне мы примем на 600ружение за­

nиcb ЛеЙБнщ.(3 и Буgем nисать d", dt, 
dи, dV, dF и так gалее, как если Бы 
6се 9то Были Бесконечно малые 6еличи­

ны. Не Бесnокойmесь , 9то сильно упро­

стит нам жuзнь и не на6лечеm никаких 

nроБлем. 

Ну я не знаю ... 
Ньюmон меня осла6ил 

по 6сему zopogy .. . 

ПрOlCЛЯmЫЙ 

nлэzuаmOf' ! 

Начнем с БаЗ060Z0 ура6нения, zge 1.1-
функция от ,,: 

..S1JL ~ 1.1'(,,) , 
d" 

которое 

nреgpащаemся 6 

dи ~ 1.1'(,,) d", 

которое на самом 

gеле значиm, чmо 

J dи~ J и'(,,)d,,~и+C, 
которое, как мы знаем Блаzоgаря 

Фунgаменmальной теореме, истинно! 

Теперь gоба6им 6 цепочку gpyzую функцию, 
и, - она Я6ляеmся функцией от и. Tozga, как 
и раньше, 

dv ~ и'(и) dи 

Поgсmа6им dи ~ 1.1'(,,) d", чmо­
Бы nолучиmь 

dv ~ и'(и(,,)) 1.1'(,,) d" 

д 9то - то же L\enHOe npa6ило, mолько записанное 
gpYZUM способом. Оно zласиm, чmо 

J V'(U) du .. J V'(u(x»u'(X) dx 

Почему 9то нам полезно? 

Поmому чmо nОЗ60ляem 
УПРОС1\.lТЪ или nрео6ра­

З06аmь инmеzpaл сnра6а 

6 инmezpал сле6а! 
ПОДСТД8И8 dи 6место 
и'(")d,,, мы получаем 
Z0р3зgо Более nростой 

инmеzpал! 
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Сmранная 

запись -
чmо-mо я ее 

не припомню из 

курса алzе6ры! 



Пример 1. Найеем J 2t СО!; (t)2 dt. 

Пуtть и; t 2, mozga du; 2t dt, и интеzpал 
принимает вие 

J 2tcos(t)2dt; J cosudu '" 

; sin и + С '" 

; sin(t)2 + С 

Вот nошаzовое OnutaHue nроцееУ!'Ы: 

1. Ищем внутреннюю срункцию и, 
nроизвоgная которой и' также ямяemtя 

tомножuтелем в nоgынтеzpальной срунк­

ции. 

Возможно, В:Ы nомнuте, 

что ,.то сuстематический 

метое проб и ошибок 

to t. 179. 

1. Пишем du; u'(t)dt (или u'(x)dx, 
или какая у Hat там nеременная). 

3. Выражэем Bte через U. 4. Пробуем UHmezpUf'0Bamb ПО и. I'сли nолу­
чилоtЬ, В ответе заменяем и на u(t). 
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Пример 1.. Найвем J х' ~x' + 9 dx 

3виь u ; х' + 9 еыzляgит хорошим кэнgи­
ватом на енymреннюю функциЮ, nОСКОМКУ ее 

nроизеоgная 4 х ', а мЫ еивим х ' е роли 
СОМНОЖ1lтеля е nogbIHmezpaMHOO функции. 

du; 4х' dx, поэтому х' dx; ~ du, 

nо,тому 

; ~ . ~ . и'''' + С; 1~ (х' + 9)'''' + С 

Пример 1. Найвем J u У2и - 3 du 

иноzgа nовстаноека не еыzляgит мноzооБеш,аю­

ще, но гсе раено раБотает . 9та nogbIHmezpaM­
ная функция не очень хорошо vклзgыеается е наши 

шаБлоны, потом у что СОМНОЖ1lтем и не яеляет­

ся nроuзеogноо енутренней функции. Но ваеайте 

есе раено попроБуем ... 

v = 2и - 3, и; i (v + 3), du = i dv 

= (2.U - 3)S/2 + 1. (2.u _ 3)'12 + С 
10 2 

Такэя же nоgстаноекэ оБычно раБотает с nоgынтеzpамной функцией гива и " (аи + Ь) m gля 
люБоzo nОЛОЖ1lтемноzо целоzо n и люБоо степени т, а также любых а и Ь, а слegоеатемно, 
gля P(u)(au + Ь)m, zge Р - люБой мноzочлен. 
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Подстановка и определенные интеrралы 

ПI'U UСnОЛЬЗО6ЗНUU nоестзнOI!ки 6 Оnl'''9еленных uнтe2f'3ЛЗХ nl'''9елы� uнтЩU\'О6ЗНUЯ 
СЛ"9ует менять 6 соот6етст6ии с nоестзнOI!КОО. Если F - nеf'6006\'3ЗНЗЯ f. то 

ПI'U uнтеZ\'U\'О6ЗНUU 
по и конечные точки 

uнте1'6ЗЛЗ а U Ь ззме­
няются нз u(а) u u(ь) 
соот6етст6енно. 

Пример 4. 1
" / 4 

Нз~еем М', х dx 
cos х 

d ("n ~ 
dx ..." х) ; cos' x 

о 

Пусть u(х) ; t9 х. rоzeз du; co~';. х 

Конечные точкu uнте1'6ЗЛЗ еля uHmeZ\'ul'0-
6ЗНUЯ по и Буеvт 

u uнтеZ\'зл nl'uHuмaem 6ие 

Kl mamu, те6е не !СЗЖert1lЯ 
у ди8итЕлыIы •. что 
s: uиmеzpа"е, z-ge были 

только ""'nоненты t вg?VZ 

появилось ",иСАО 111 

9то похоже 

""'r нз оG\>езку 
Kyt:molJ! 
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Пример J
O 

е ' 
5. Нз~еем ";1 _ е" dx 

- ln2. 

ПОnf'оБуем UСnОЛЬЗOl!зть u(х); е'. 

rоzeз du; е ' dx 

НО6ые конечные точки uнте1'6ЗЛЗ инте­

Z\'U\'О6ЗНUЯ Буеvт 

е-/о1 ;.1.. U еО ; 1 2. • 

U uнтеZ\'зл nl'uHuмaem 6ие 

J' du -
'IZ~-

; arcsin 1 - arcsin ( i ) ; 

Не осоБенно. 

Перegзй гзечный 
КЛЮЧ, nо.жэлytAсmэ. 



ПО9сmаноsкз nel'eмeнHbIX HaCmollbKo меняет su9 инmezpaлоs, слоsно они кзкuе-ниliУ9Ь 
О&ОРО-ТНИ. Просmо nоразиmельно! ИнmеzpаЛ-ЧУ90sище S9PVZ nl'еgpащаеmся SO чmо-mо 
соsершенно 9Pvzoe, npocmoe и знакомое! 

J щ'х 
cos'x 

dx сmанosиmся J и' du (и ~ tq х, du ~ dX/(cos'x) 

2х dx сmанosиmся .!!!L (у ~ 1 + х', dy ~ 2xdx) J 1 + х' J У Вот 9то 

J х'у'Т+"Х dx сmаноsиmся J (t?/2_ 2t и + t,n)dt (t~ 1 + х, dt~ dx) 

J e t 
dt J dv (v ~ e t , dv ~ e t dt) сmаноsиmся 

1 + v' 1 + е" 

в 9том и состоит zлаsная и9ея усneшноzо инmеZPU1'оsания: nолучиs незнакомый с sU9Y 
инmеzpал, KPYn1 И ковы�яйй ЕГО, ПОКА ОН НЕ СТдНЕТПОХО% НА ЧТО-ТО 3НАКО/о\ОЕ. 

20(, 

Хм... ~HтepecHO, 

КЗКUе еще uнстру­

МЕШmы НЭCiеymся ... 

,ила! 

V 



Интеrрирование по частям 

ИнтеZ1'U1'ова~ по частям 

основано на прэвиле еи<!,<!,ерен­

цupования пРouзвееения: 

(ии) , = ии' + ии' или 

d(uv) = udv + vdu 

Интеzpupуя , получаем 

ии = J и dv + J v du 

Какоо -то мастер интezpaлов 

заметил, что 9ту <!'DPмулу 

применять уеоБней, или 

перитавить части вот так: 

Пример 6. 

Найеем J 3х' In х dx 

Поестановкэ зеиь не поможет ••• 
Но мы виеим кэнеиеата на dv: 

3х' dx = d(x') 

Соответственно, проБуем 

и(х) = х', dv = 3х' dx 

и(х) = In х, du = ~ dx 

Получаем 

J 3х' In х dx = ии - J v du = 

= х' In х-J (х'х ~) dx= 

= х' In х -J х' dx = 

udv= UV-

09ин 
uнmеZ?эл ... 

вырзJIcef.lны�й 

,,'рез еРугой! 

vdu 

Ответ можно "роверить eи<!,<!,epeн~иpoBaнueм 

_d_ (x ' ln х _ J... х ') = 
dx 3 

= 3х'/n х + х ' _ х ' = 
х 

= 3х'/n х + х' _ х' = 

= 3х'/n х 

Получили первоначальный 
интеzpал! 
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п\'ЯМО ру>:и 
чewymlЯ, 

так хочernlЯ 

nO!'lf'o6ofamb ... 



Пример 7. Ha~eeM J ln х dx 

Возможно, вы не понимаете, zee зеиь v, но на taMOM ееле 1тот l1\'u-
ме\, очень похож на n\'ееыеyщu~ , Нужно n\,otmo n\,U\'авнять dv ~ dx! ".------,. 

и ~ ln х, du ~ ~ dx, v ~ х 

Tozea 

я нзсmояmелы-lO 

Рel<Омeнgую 

nр08epяmь Elce 
omветы 

J J 1 9"фференL\U-
ln х dx ~ х ln х - х( х) dx ~ ,-_р_о,_зн_"_ем_!--::::: 

~ Х ln х -J dx ~ х ln х - х + С 

Пример 8. Ha~eeM J х cos х dx 

3еиь мы можем выGЩ>aть из никоЛЫ<Uх канеиеатов на 
dv: лиБо cos х dx ~ d(sin Х), лиБо Х dx ~ d (т х'), 

Вы еолжны понимать , что Bтo\,o~ ва\,иант только Bte 
запутывает .. , Так что Бе\,ем ne\'8Ы~: 

и ~ х, du ~ dx, dv ~ d( sin Х), v ~ sin х, и получаем 

J х cos х dx ~ х sin х - J sin х dx ~ х 5in х + (;05 Х + С 

Пример 9. Ha~eeM J x'sin х dx 

J;.,e.ijtmByeM так же, как в n\,име\,е в: 

и ~ х' , du ~ 2х dx, 

dv ~ sin х dx, v ~ - cos х 

J x'sin х dx ~ -x'cos х -J 2x(-cos х) dx ~ 

~ - x' cos х + 2 J х cos х dx ~ 

~ -х'(;05 х+ 2х 5in х + 2(;05 х+ 

20в 

. " , 

J' ":. ... 

tAнmezpaл LAЗ 

npuмерэ В! 

Не мешаlA, это 

так виело! 

• • 



Примеры 9 и 9 nogzоmовили нас к взяmию 
слegующих инmеzpaлов (п - целое nоло­
.жumельное число): 

f ~sin х dx или f x"cos х dx 

Используем наш способ мноzокраmно: 

UHmeZ\'U\'0BaHue по часmям gaem nохо.жuЙ 
uнmеZfЭЛ, НО с. lомно.*Umелем хn- 1 

BMecmo Х". ИнmеZ\'U\'уем по часmям еще 
раз ... и maK валее, пока nog инmеZ\'алом 
не окажеmся mолько si n х или mолько 
cos Х. 

При мер 10. Найвем f sin 2x dx 

Наша egинсmвенная навежва 

на эmи nоgсmановки : 

и ~ sin х, du ~ cos х dx, 

dv ~ sin х dx, v ~ - cos х 

8 эmом случае 

f sin2xdx~-sinxcosx+ fCOS 2X dX 

8mopoa инmеzpaл с cos 2 Х выzляgиm maK же 
плохо, как перВЫй. Но mym Мbl вспоминаем, чmо 
COS 2 x ~ 1 - sin 2 х ... И nыmаемся nogcmaBumb 
эmо в nравый инmеZ\'ал и .nоменяmь часmи мес­

mами : 

2! sin2xdx~-sinxcosx+ fdX~ 
~ - sin х cos х + х + С 

Таким оG?азом, 

f sin2x dx ~ ~ (-ЯN 'х COS 'х + 'Х) + С 
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Ух ты! 

РаБоmает! 

ь,а"аате npoвepu", 

npaBIA/lbHocmb 
оm8етэ: 

d ( 1 . 1 ) -- --япхсоsх+ -х ~ 
dx 2 2 

~- i (cos 2 x- Sin 2X)+i ~ 

~ -i (1 - 2sin 2 х) + i ~ 
• 2 1 1 . 2 

~ яп Х - '2 + '2 ~ яп х 

То же самое mриzономеmрическое mож­

gecmBo nозволяеm нам исnользоваmь наш 
спосоБ gля нахожgения всех инmеZ\'алов 

виеа 

f sinmx cos"x dx 



Задачи 

На старт, sнимэние ... инmеzrал! 

1. J 1 +Хх2 dx 

2.J Х(1 + х2) -2 dx 

з.J sin t е" "" • dt 

4.J t9 udu 

П"9скэзкэ: SЫl'азиmе maHZeнc 
~еl'ез синус и косинус . 

1$. J х2 (3х - 1) -112 dx 

6.J~dX 
П"9скэзкэ: n"9cmasbme х ~ cos е, ис­
nользуйmе ml'UZOHoмeml'u~ecKoe mож­

gecmso и sосnользуйmесь nl'UMel'oM 10. 
Не заБуgьmе nl'еоБРазоsаmь omsem оБ-
1'атно s SЫl'ажение, использующее х. 

1 1.L (x'+x+1)(v2x+?)dx 

в. J e"sin х dx 

9. J te-' dt 

10. JS (/п х) 2 dx 
1 

11. J (/п х) ' dx 

12. L" arctg v dv 

Вот zrафик наmyraльноzо лоzаl'ифмэ, 1j ~ In t. 
Не заБыsайmе, ~тo эmо mакже и zrафик ФУНК­

L\UU t ~ е У, поскольку лоzарифм и эксnоненmа -
оБРаmные gryz gryzy ФУНКL\Uи . оmсюgа можно 

заклю~иmь, ~тo заполненный темным Цi3eтoM 

У"асток имеет nлощаgь 

1" а 

J In а 
о e

Y
d1j ---

а 

Понимэеmе? Площаgь n"9 zrафиком лоzarиФмэ 
l'asHa nлощаgи nl'ямоyzольникэ минус nлощаgь 
У"асmкэ, заnолненноzо темным Цi3eтoM ... или: 

f
a Ina 

In t dt ~ а In а -} еУ d1j ~ 
1 О 

~alna-a+1 

9то соzлaсуется с l'езульmаmом, коmоl'ЫЙ мы 

nОЛУ"или, инmеzrиrvя по ~асmям. 

13. Пl'имениmе ту же иgею К Jo" arctg v dv 

1j 

arctg х 

--~----.--------- v 

Ваш omseт может с sugy оmли~аmься от mozo, 
~тo мЫ нашли s заgа~е 12. Tozga nocмoml'ume 
на эmоm ml'еyzольник 'f"1'usegume csoo omsem 
К нужному sugy ... 
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Глава 11 

прим~нение интеrралов 
Они на самом gelte nоltезны, nрegсmа8/tЯemе? 

ИнmеZ\'алы - они BlI09Y ••• 
нужно лuшь уметь их 

виееть. 

В 9той zлаве мЫ ,аймеМlЯ 

uнmеZ\'аламu gля gела 

(и gля nотехи) u их n1'и­
менением s zeйMempuu I 
фU,uке. 9KoнoМUKe, 

lmamulmuKe. Gu,Hue ..• 
В oGщем. в люGой оGла­

lmu . zge чmо-нuGуgь 
накаnлuваemlЯ. 

я уже ynомuнал. чmо 

uнmezraл - КЛЮЧ 

К mайнам Вlеленноо? 
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Площади и объемы 

ЧтоБы найти плоЩдА,Ь УЧАСТJ(Д M~A,Y ГРДq>ИКАМИ А,8УХ q>ункI.ЦAЙ. 
наео npoUHmeZ1'LIf'0Bamb РД3НОС1Ъ 91lAX q>УНКI.ЦAЙ. 

При мер Найеем nлощэgь 
участка межgу gвумя параБолами 

у ~ f(") ~ ,, ' + 1 и 

Решение: сначала найеем точкu пере­

сечения кривых. то есть значения ". 
при которых 

,,' + 1 ~ - 2'" + 4 

отсюgа вытекает 

;,,' ~ ; или" ± 1 

Теперь UHmeZ1'LIf'yeM 9 - f 
на интервале от - 1 ео 1: 

1,' (9(") - f(")) d,,~ 1>-;'" +;) d,,~ 

~ (- ,,'+ ;,,) l' ~ -1 + ; - (1 - ;) ~ 4 -, 

212 

-1 

О! Теперь мы 

можем найти 

nлощаgь твоей 

ЛЫlUНЫ! 

у ~ f(") 

y~ 9(") 

По крайней мере 
мЫ знаем, КЭКОZО 

rэзме.рэ его 

мor9Э ! 



в реально~ ",uзни мы� мо'ем lтолкнуть - у 
lЯ l тaKO~ lитуэцие~ : вот zpaq>UK lKO­
POlmu автомоGиля у ~ V(t). Koтopы~ 
lmOum в нулево~ точке gopozu. а по­

у ~ v(t) 

том разzоняетlЯ. nлощэgь nog кpиBO~ 
от Ogo Т. 

отражает nоло",ение автомоGиля 

в момент времени Т. о 

Еlли «aygu» (Д) и «&МВ» (/?) ogHoвpeMeHHO троzаютlЯ l ogHO~ и тo~ "'е 
точки на gDPoze. zpаq>ики их lKopolme~ Gygyт выzляgеть вот так': 

CKOf>0cmb 
сначала Gblcmpo 

f'э,mem, а потом 

ElьrpaElНI.AElзemся ! 

Tozga nлощэgь (lO знаком) Me"'gy zpз-

у 

о 

q>иками V, и V ~ ПОКАЖЕТ, НАСКОЛЬКО У 

«ДУ /J.JIo» ОnЕРЕ/J.JIoЛ «&МВ». 
9та nлощэgь равна 

Jo

T 

(v,(t) - v~(t)) dt 

(и окажетlЯ отрицательноо . ИЮ 

Bnepeg вырветlЯ «&МВ»). 

о 

т 

т 

• 9то nоgpазумевает, что «&МВ» nONЮlтью ОlтановиЛlЯ. Я HUKozga не виgел maKozo 
lвоими zлазами. но не теряю нage"'9Ы ' что в ogUH npeкpalHbI~ geHb увижу. 

1.13 
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8 "l'остом СЛ'f".зе скО\'ость «ЗУ9и» состзвит 

v.(t) ~ зt м/с в nе\'Вые 10 с ~ 

~ 30 м/с чеуез t ~ 10 с 

Пl'евnолоJICIJМ, что скО\'ость «&М8» \'Звнз: 

vs(t) ~ 7t м/с в nе\'Вые 4 с ~ 

~ 20 м/с чеl'ез t ~ 4 с 

8 нзчзле ZOHKU «&М8» оnеl'ежает «ЗУ9и»: 

30 --------------------- -,.- .----

20 

4Т 10 

А 

8 

Но по меl'е I'остз Т «ЗУ9и» ВЫl'ывзется вnеl'ев· 
ПЛОЩЗ9Ь фиzYI'Ы, ззК\'зшенной темно-сеl'ЫМ, 

в веl'хней чзсти Z\'зфикз в конце концов стзнет 

Больше nЛОЩЗ9и светло-сеl'ОZО тl'еyzольникз. 

30 

20 

4 

80n1'ОС: ког ДА 9то сл 'f".ится? 

Хм . Я gумзл, вопрос 

lOltr10Urn 8 том, 

почему я езжу на 

10 т 

•• 
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Пl'и Т ~ 10 секУН9 позиции звтомо­
Билей I'звны соответственно 

f
lO 

s.(rJ ~ о зt dt + 30 (т - 10) 

IAнmezyэл - 1mо 

nлощаgь тре­

yzольной 'tзсmu. 

коzgз lKopocmu 
растут ... 

Пl'оинтеZ\'U\'овзв , ПОЛ 'f".UM: 

s.a) .~ i t11: + 30(Т - 10) ~ 

~ 170 + '30 Т - 300 ~ 

~ зоТ - 170 

SB(rJ~ ~ t11: + 20 (т - 4)~ 

~ 20Т - 40 

«АУ9и» оБzоняет «&М8», коzвз их 

позиции С\'звнивзются : 

S.(rJ ~ ss(rJ 

зоТ - 170 ~ 20Т - 40 

юТ ~ 110 

Т ~ 11 с 



Вычисление площади с помощыо 

полярнь!)С координат 

полярны�E КООРДИНАТЫ (записываются как (Г, е)) - a,IЪтe1'НaтиBa оБы~ноо «npямоyzо,IЪ­
ноо» системе коО\'еинат х и у. ЛюGая тo~кa Р на плоскости ogнозна~но оnpegеляemся рас­
стоянием г ео на~ала кОО\'еинат и yzлом е межgу zО\'изонтальной осью и omрезком ОР . 

(Г, е) 
Соотношение межgу коО\'еинатами евух систем: 

у 
t<эе~х (О ~ е < 2rr) 

Переменную г можно иСnО,IЪзовать gля ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОЩдА,И КРУГА 

с помощью интеzpupования. 

Дан кpyz раеиуса R. РазоБьем раеиус на множе-
cтBo мелких интервалов gлины t>r. Они geляm 
кpyz на множество узких коле~ек толщины t>r. 

Если г, - раеиус КО,IЪЦЭ, mo nлощэgь ,тоzo 
КО,IЪЦЭ " 2 rrr,t>r. (Прegставьте сеБе КОfoЩО 
в виее плоской макаронины, кomО\'ую МОЖНО 

вытянуть в gлинный узкий npямoyzo_ gлuнOO 

npиGлизите,IЪНО 2 rrr и шupинОО t>r.) 

Tozga nлощэgь всио крyzэ npuG ..... -
женно равна 

L 2rrr,t>r. 

и по мере mozo, как &--0. 
,то выражение nрeвpaщэemt:$ 11 

Jo/? 2rrr dr~ rrr' l: ~ тrR' 
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Г, 

;Ja! Не смей ить 
L.lЛNOlmрзцuю! 

R 



&ольшиНlmво из Bal еще 
lO q~Hea школы� знаеm, 
~тo nлощаgь кpvza l'авна 

rrr2
• Но ~тоБы gоказаmь 

1то, nl'иШЛОlЬ gОJI<Ugаmыя 

KY1'la мэmанализа! С кpvz­
лы�ии шmуками иметь gело 

lЛожнее, ~eM l ква91'8т­

ными. 

Ж9У не 90Ж9УСЬ, 
коzвз начну LoIзvчзmь 

маmаналuз··· '--..., 

Вот еще ogHa крvzлая шmука, котО\'у!О 
мы теnеl'Ь можем nOl~umamb! 

06ьем шара ШЗ!' - 1то шmука, 
крvzлая lO Blex lmol'oH! Как нам l ней nо­
lmynumb? 

у кажgоzо ломтика lкошенный край, так 

~тo ezo oGbeM nogl~umamb ml'ygHO. ВЫl'азим 
nl'иGлиженно кажgый ломтик ~еl'ез nЛОlкий 

gUlK l nl'ямы�M краем. 
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Ну, оGы~ный путь инmеZ\'иl'ования - наl'езаmь 

фиzУ1'У на тонкие ломтики. 110nl'оБуем ... 

Теnеl'Ь lЛОJI<Uм oGbeМbI Blex gUlKoB и nOlMO­
т1'им, ~тo Gygeт, Kozga их mолщuна lml'e­
миmlЯ К нулю ... 

Хм ... как 
nOl'1Umarnb 

oGbем gUlкa? 



11 усть рэguус шэрэ R, э ezo 
центр со~nэgэem с нэчэлом 

коорguнэт. Рэзобьем uнте\,~ЭЛ 
[ - R, R] ~gоль оси х точкэмu 
f "о. " 11 '" , " i l'" , Хn J на мно­
жест~о ме/>СХих uнте\,~ЭЛ~ gлuны 

I:::.x. Тоzgэ по теореме l1uq>эzD1'Э 
nоnе\,ечное сеченuе, n\,o~egeHHoe 

через точку х;, буеет иметь 

рэguус >/Rz - х/. 

ОБЬем guскэ \'Э~ен n\'оuз~egенuю ао ~ыcoты 

нэ nлощэgь осно~энuя. В gэнном ел учэе 

nлощэgь осно~энuя \'Э~нэ 

А ао ~ысотэ \'Э~нэ I:::.x, n09mOM у oGbем \'Э~ен 

~ысотэ . nлощэgь осно~энuя ~ (rrRZ - 1Тх?) I:::.x 

Сложuм оБЬемы ВСЕХ eиCK~ u пол учuм 

n 

L (rrRZ - rrX/)l:::.x 
i $ 1 

Коzgэ I:::.x--O, 9тэ суммэ n\,е~эщэemся ~ uнтеZ\'Эл! 

v ~! R (rrRZ - 1Тх2) dx ~ 
-R 

~ rrRzx I R _ 1 1Тх' I R ~ 
- R 7 - R 

9тоты 
тоже уже 

знэешь! 
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R ------Т 

отрицать ... 
я 9то уже lЛЫ­

wалэ от учи­

телей 8 школе' 



Метов. KoтO\'ы~ МbI 

иlnОЛЬ З08али gля lфе-

"Ы. nрименим ко многим 

91'YZUM т"ехмерным фи­
zyt>Эм - их oGьeM МOJI:НO 

npиGлиженно npeglma8umb 
lУММОЙ oВbeМDfj gUlK08. 
OloGeнHo полезно 9то gля 

"!ЕЛ gРАЩЕНИЯ - фиzур. 

ОG1'аЗ08анных 81'ащением 

К1'и80~ 80КPYZ OlU. 

Конус nолучаетlЯ при 8f'Эщении npямой у ~ ах отНОlительно OlU у. Еlли 8bIloma KOHYla 
/4. то рэgиУl Оlн08ания /4/а. Раз"ежем 9ту фUzуру на ломтики. nе"nенgиКУЛЯ1'ные OlU у. и 
n"OUHmeZ1'U1'yeM по у. 8 точке у, "agUYl nоnе"ечноzо lечения РЭ8ен у, / а. 

I'ще "9на формула. ко­

торую • ОР"9е Бы знала! 

y~ ах 

Тогва nлощэgь кpyza "а8на тr (у;/ а)', и тонкий 
цuлин91' 8bIlOmbI dy имеет оВЬем 

2 

тrJLdy 
а2 

ИнтеZ1'U1'уем. иlnОЛЬЗVЯ 9ти ломтики. и получа­

ем оВЬем KOHYla: 

1 и~ 
~-1Г-3 а'}. 

OlH08aHue KOHYla имеет "agUYl /4/а. а зна­
чит. nлощэgь ОlН08ания РЭ8на тr (/4/ а)2 . ОВЬ­
ем. таким 0G1'Эзом."а8ен т"ети n"оиЗ8egе­
ния nлощэgи ОlН08ания на 8bIlomy. 
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Пара60АОИД - 9то mело, 06УЭзованное ~щением nЭ1'ЭGолы У :а,,' 60К\'VZ оси у. 
Каков oGbe.M 9mOZO тела n\,U 6ысоте J./? 

А,а6айте Быст\,енько 6Ы6ееем ФOI'мулу. 
8 точке у \,aguyc nоnе\,ечноzо сечения \,а6ен 
V (у/а), а ezo nлощэgь rтy/a. Tozga тон­
кий ломтик толщинoCi t;:,. у имеет 06Ьем 
rтy t;:,. у/а, а oGbe.M 6cezo nЭ1'ЭGолougа \'Э6ен 

v:J: rтy dy: J.. rтy' IU 

а 2 а о 
: 

1 тrM' :z а 

8ы можете nоказать , что 9то \'Э6НО 

nОЛО6ине n\,оиЗ6egения nлощэgи основания 

на 6ысоту? Чему \,а6ен \'Эgиус основания? 

иноzgа уgоБнее искать oGbe.Mbl таких симмem\'UЧНЫХ тел ~щения, интel\'U\'УЯ не oG'beMbI 
gUCKOВ, а 06Ьемы си~чных u,uлинg\'Uчиких оболочек. Han\,uмe\" 6 n\,egыgущем n\'UMe\'e 
мы моzли Бы ... ой, что 9то? 

(7 
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B~PЫB нд 

ФД&РИКЕ 

КЛЕЯ! 



Ну ХО\'ОШО . 9aBa~тe \'Замот1'UМ 

91'VZОЙ n1'име1' ... 

-_ ... - . - - -
,-.-."",--~-~ 

-----.--- D 
- _ .... .... --::<... _~ ------L'-___~_~.----

- -- - '-
Пример 

Какова zлуGuнэ 

1mozo tлоя? 
Не знаю ... zлу6Uномеl' 

щ:nорmuЛlЯ ... 

ПОlЛе В31'ыва на cpaGj>UKe клея ОК1'ужающая местность nОК\'ылэсь слоем вязкоzо U лunкоzо 
,Ж'елmоzо вещества. OG\>Эзующezо сuммem1'UЧНЫЙ К1'vzлый ХОлмик. Изме1'енuя nоказалu. что 

zлуБuна клея nа9ает в завuсuмостu от 1'аатоянuя 90 цент1'а ВЗ1'ыва. Выяснuлось. что Р(г). 
zлуБuна в мет1'ах на 1'аатоянuu гкuломem1'ОВ от цент\'З. Оn1'egеляemся срО\'мулой : 

Каков оБщuй oGbeM клея 
(в куБuческuх мет1'ах) 

в 1'а9иусе ? км? I шш , . :=::: 
r 

Клей оGj>aзует тело В1'ащенuя . но вместо mozo. чтоБы UHmeZ\'U1'oBamb ezo по оси у. 

от основанuя к ве1'шuне. 9авайте n1'0uHmeZ\'U1'yeM ОТ ЦЕН'ТРА НАРУЖУ по г. 
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МеЖ9У 96УМЯ G""жэйшими \'Э9иусэми, r и r + dr;-zлуGинэ клея почти nостояннэ и со­
стЭ6ляет 2е-'" мет\'06. 3нэчит , узкое L\илиН9I'ическое КОЛЬL\О клея, оZ\'Эниченное 96УМЯ 
оК\'ужностями ~тиx \'Э9иУС06, имеет oG'oeM n\,иGлизительно 

dV " 2 rrr . (2е-''') . 10' dr куGических мет\'06". 

OGьeM клея 6 \'Э9иусе 90 7 км \,Э6ен 
слegующему интеZ\'Элу : 

V(7) ~ 10' i~ 4rrre-'" dr ~ 
)0 . 

Мы НЭХ09им n\,ямой n09стЭН06Кой 

u~ -зг', du~ -6rdr 

u(О) ~ о, U(7) ~ -77 

Слeg06этельно, 

4m0 'Jo~ ге-'" dr ~ 41Т10' ГР; 
)0 - ( /6) e" du~ 

~ - (2/3) 10 ' rre" I~" ~ 

~ n\,име\,но 2 ,1 млн ~ 
мет\,06 клея. 

m1'egстЭ6ьте сеБе 
опять 9линную плос­

кую МЭКЭ\,онину, ко­

тО\'ую моЖНО полно­

cтbю 6ыn\,ямить.) 

8,е хорошо, 

"""",,ли"\1' ' 
-перев! 

-._-
с :се •• ~ ... 

"'-..-

" 10' - КО9ффUциенm npес6\>2,,-.а. неоБхoguмый, так ""к мы uзмefЯЛU r u t.r _ ICUломempзх, а 
zлу"uну - 6 метрах. 1 км ~ 10' 

221 



Несо6ственные интеrралы 
Мы только что nоglчuталu, lКОЛЬКО клея вылиЛОlЬ на зеМNO в 1'ЭgUУlе ? км от ~eнmra 
В3l'ыва ... Но что, илu нам нужно узнать ВЕСЬ oGbeM вылuтоzо клея? 

КлetI о Бико­

He'iHOlmu? 

"то можно заnUlать uнтеZ?алом, у KOmO\'OZO ОДИН И3 ПРЕДЕЛОВ РАВЕН &ЕСКОНЕЧНОС1lA. 

(В еанном lлучае мы n?egnолэzаем, 
что <ра6\'UКЭ клея lmOUm на ugеально 
nЛОlКО~ 1'авнине, nI'ОlтU1'аЮЩ~lЯ Би­

конечно во Ble lmO\'OHbI, а не на uзо­
ZHymO~ nOBel'XHolmU К1'yzло~ 3емлu.) 

Мечтать не 

spegHO, n\",o­
ва? 

ИнтеZ?эл, в котО\'ом <puzY1'U1'yem GеlконеЧНОlть, называетlЯ HECO&C1tjEHHbIM uнтеZ?алом. 
"то не очень уgачное названuе, nОlКОЛЬКУ Ble Оlтальные uнтеz?алы� тоже никому не "1'инае­
лежат. 

&ееные 
lupотки! 
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'\ 
После ВЗ\,ыва на фаGj>ике oGbeM клея (в КуБиче­
ских мет\,ах) в \,авиусе R киломem\>'" \'ЭВеН 

У(Ю : 10'Jo~ 41Тrе-'~ dr: 

: - (2/3) 1110' e-'~ 1: ; 
: (2/3) 1110' (1 _ e-"t') 

По ме\,е mozo как R -+ 00, Bmoi>oй член 
сm\,емиmся к HYNO, так чmо 

lim V(R) = (2/3) 1110 ' ,-= 

Конечный оВЬем 

клея размазался по 

GetконечнОО n"""'ll9U! 

МЫ ZOВO\'UM, чmо нес06сmвенный инmе2\'ЭЛ 

СХО1>,ИТСЯ, Kozga эmоm n\,egел конечен : 

8 эmом случае мы ОПРЕДЕЛЯЕМ несоGсmвенный 
инmеZ\'ал как слegующий n\,egел: 

f 00 f(t) dt: /im [ " f(t) dt Ja х_оо Ja 
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Как мol mолько чmо виgелu, инmеzpaл из 

"\,уме\,а с фаGj>икой клея схоgиmся . 

Хоть чmо-mо хорошее I1ЫШЛО 

"з эmоо у.жзснОО mpэz"!j"". Мы 
lmзлu лучше понимать ... 

---=----'L... 
&уеем нзgе.!llТ1bGЯ. 
'1то 9тom пример 

ЗЭSЯ3Нern s na~mu 

нэgо,o,zo! 



примеры J1
00 

~~. 110 Оn\,egеленuю . 1тот uнmеZ\'Эл \'Эsен n\,egелу: 

Как может срuzwэ l Бико­

нечным ОlНОВЭНLlем иметь 

конечную nЛОl.ЦЗgь? 

JOO dt 
С 9\>YZОЙ сто\,оны. 1 Т ~ 

lim 1'" d; ~ lim ( __ 1 'X )~ 
х-оо 1 t Х-НXI t 1 

Высоmэ 

очень бысm\,О 

nЭ9эem ... 

lim (/п х - /п 1) ~ lim (/п х) ~ 00 

9тот uнmеZ\'эл не СХ09umся. Общэя nЛОЩЭ9Ь n09 «xsocmo"," Z\'эфuкэ 
бесконечнэ . ИНОZ9Э zоsО\'яm. чmо У mэкоzо Z\'эфuкэ толс1ы�й ХВОСТ. 

?9есь ZО\'ЭЗ90 
n\,ocmO\'Heй ! 
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в nОlЛegних ввух приме­

рах nрegелом UHmezpU1'o­
вания является бесконеч­

ность. К несобственным 

интеzpалам относятся 

также те, которые за­

ваны на конечном интер­

вале, но их nовынтеzpаль­

ная ФУНКL\ия «взмывает» 

В бесконечность . 

1 
y~-

х .,., 
~---

Например, такой интеz,pал: 

1
1 

dt 
о t Z 

Повынтеzpальная ФУНКL\ия не оnрegелена в 
овной из конечных точек интеZPU1'ования, 

но такой nрegел может существовать. 

Давайте найвем 

lim (- _1 1' ) ~ 
х ..... о t о 

~ lim (-1 +_1 )~ 00 
х __ о Х 

;1тот интеzpал не сховится. 

3ато 

dt ~ 2Гt l' ~ 1. vt о 

Вот 9тот интеzpал сховится: nлощавь, ozpa­
ниченная nрямыми у ~ о и у ~ 1, конечна, хотя 
сама ФУНКL\UЯ рвется в бесконечность! 

1.1.7 

3амemLlЛU, что 9rnо 
тот %е Z?3фUК. что 

u s первом t1pUMepe на 
npegыgущei1 tmp3HUЦ€. 
mОЛЫСО nosepHytrlbIa 

наБок? 

1 
y~-

vt 



ПЛОТНОСТЬ 
Как "'1 все знаем, nogywкa, наGuтая nYXOM, 
9аже GОЛbUJая, весит не слишком мноzо . 

с 9!'YZОЙ стО\'оны, куGический метр свинца 

весит 11 340 КZ, то есть GОЛbUJе ОА,ИННА­
дu,д Т1А ТОНН! 

Свинец и nyx имеют разную пло-rnОСТЪ. Данный ОБЬем свинца оGЛЗ9ает GОЛbUJeti массoti, чем 
такой же оВЬем nyxa. (Или В09Ы, или Megu, но не золота! Плотность золота еще выше, чем 
У свинца . ) 

Скажи сnасuбо, 

что 9то не 

золото! 

в 9\'У ДВМ (90 высшей математики) "'1 оnрegеляли плотность телз как аО маССУ, 9еленную 
на оВЬем: 
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Но теперь мы стали 

zоразео УЮiее! Теперь 
мы спосоБны npeecma­
~Umb себе матерuал 

с НЕ110СТОЯННОЙ 
ПЛОТНОС-!ЪЮ - тaKO~ . 
У KOmopOZO плотность 
различна ~ разных ми­

тах. U мы нашли спосоБ 
ее uзмерuть ... 

Hanpuмep. 

nерьtшко, 

nOkf'bImoe 
свинцом? 

Почему 61.. 
u нет? 

Возьмем. HanpuMep. АТ"'ОСФЕРУ ... '{ем ~ыше мы nоенuмаемся. тем разреженн~ стано~uтся 

~озеух. Ezo плотность на Y1'OfIHe моря z0t'3зео Больше. чем на ~ыcoтe 15000 м .. . 

B0J9YX3! ..... 
B0J9VX3! -

~. @ -"-.r . --- .~.­_. ~ . -. 

и что же Это 

означает? 

1..27 



Вот столБ возgуха , его 

основание - l<IIa91'am 
со стО\'оной 1 м. 

ОБ03начим через М(х) оБ­
щую массу возgуха в 9том 

столБе, начиная от уровня 

земли и ео высоты х. 

Тогеа слой высоты dx 
Буgет иметь массу dM 
и 06ьем 1 . 1 . dx '" dx м' . 

I:сли слой тонок, плот­

ность возgуха в нем 

равномерна и 

то 

ОБщая масса равна 

ИНП:ГРдЛУ плотности. 
Мы пришли К таком у вы­

воеу, npocyммupoBaB все 

9ти «KO\'oG\aA из-nоg nиц­
Цbl», полные возgуха. 

3амеры плотности возgуха nоказывают, 

что плотность атмОСферы I/(х) на высоте 
х метров равна 

I/(х) : 1,1.9 е -О.ООО124Х кг/м' 

Таким oG\>азом, оБщая масса столБа возgуха 

с l<IIa91'amHbIM основанием (при стороне квае­
рата 1 м) и высотоо 10 000 м равна 

1
10 0 00 

М: 

О 

1,1.9 е -0,00011'< dx: 

-1 00001" 1'0000 
: 1,1.9 (0,00011.4 ) е-' .'< О : 

" -1.990 + 10 31.0 : 

: 1340 кг возgуха. 

д гее nиццз? 

1.1.9 



Друrие вещи, 06Л3Д31Ощие плотностыо 

Тот же nоехое можно исnользоgать ~' 
gля gычисления ПЛО11iОСiJ.I НАСЕЛЕНИЯ. Il. 'Х 
Она l'азная g l'азных местах. ff J.. (f. 

~§JA ,.~ 

f 
Т1l'egnоложим . что СРЕДНЯЯ УЛИIJ,A n1'охоеит чеl'ез geCb 201'ое. от оеН020 К\'ая ео 91'У2020. 
"тоБы gычислить плотность населения (gы1'женную чеl'ез КОЛИ'lЕСТВО ЛЮДЕЙ Нд КВдР­
ТдЛ). можно посчитать жителей g кажgом кваl'тале. Поскольку g 4ент1'е стоят неБосК\'еБы. 
а на Бееных ОК\'аинах - nеl'енаселенные МН0209тажки. плотность населения Буеem ga\>bU­
l'ооаться. (А/-Я n1'остоты n1'имем. что не сущестgуem nеl'nенgикуЛЯ\'ных ули4. на кomО\'ых 
плотность населения pagHa HYNO.) 

Можно uзмеl'ять плотность на кО\'отких отl'ез ­

!<эх С1'ееней ули4ы�' gелая их gce КОl'оче и кО\'оче. 
пока наконе4 мы не пол учим плотность населения 

g guge НЕТ1РЕРЫВНО И3МЕНЯЮЩЕЙСЯ ФУНК4ии. 
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0,93 "то май ста­
рый приятель Т 00"0-

'ЛОйНЫЙ! ~й пять! 

Дать 

что? 



ФУНКЦLIЯ, оnиСЫ8ающэя плотность 

населения, рэGотаem примерно Похоже, 

так же, кэк и ФУНКЦLIЯ, оnиСЫ8аю- nерenис"ики 

ЩЭЯ плотность 8ещест8а. Если на населения слеzкз 

интеР8але от - 00 90 х (то есть nерестэрались ... 
80 8сех местах, рэсnоложенных за-
na9Hee х) жи8ет Р(х) "еЛ08€К, то 
срез ширины dx, С9елэнныа 8 то"ке 
х, сogержит dP "еЛ08€К, и 

а зна"ит, 

p~J Р(х) dx 

Если а и Ь - 98а agpeca 8 zop0ge, то с
Ь 

Р(х) dx ~ Р(Ь) - Р(а) - "исло люgеа, жи8ущих 
меЖ9У то"ками а и Ь. J а 

в "астности, интеzpupуя от 09HOZO кони.э улицы� 90 gpyzozo, nолу"им 

f: Р(х) dx ~ 8се население Среенеа улицы�. 
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Если на HeI<OmOPOM 
отрезке CpegHeй ули­

Цbl ЖU6ym n ~еЛ06е1<, 
то n/N - их gоля 60 
6сем населении zopoga 
N. 9то зна~ит, ~тo 
функция р(,,) ~ P(,,)/N 
06лаsает слegyющuми 

С600ст6ами : 

f: р(,,) d" ~ 1 

J ь р(,,) d" ~ [90ЛЯ N09eй, """yщuх ме"'9У 
а а J,.I Ь. 1JO всем НЭt:еМНUIJ 

Послegнее ~исло MOJICНO UHmepnpeтup06amb также как ВЕРОЯТНОС1Ъ mozo, ~тo lЛ~аано 
6ы6\>Энныа ~еЛ06е1< ЖU6ет межsу а и Ь. 

9а! Гве 6Ы 
.жuвеmе? 

плотностью ВЕРОЯТНОСrn (или РдСПРЕА,ЕЛЕНИЕМ ВЕРОЯТНОСТЕЙ) наЗ06ем лю6ую 
неотрицательную функцию , такую, ~тo: 

Кажsая '" сл ~ааная перемен -
НЭЯ» - то есть система, "ы­

gающая ~исленные результаты 

сл~ааным 06\>Эзом (HanPUMep, 
если мЫ 6ЫХ6атЫ6аем из толпы на 

CpegHeй улиL\е nep60zo nоnа6ше­
zося nрохожеzо и Сnp3ши6аем, zge 
он ЖU6ет), - имеет плотность 
6ероятности р. Плотностью 

6ероятности занимается целая 

отрасль статистики. 

Как I.Aнтерино ! А ты 

не мoz 6ь! 06ЪЯlнumь 

nOn091'oGHee? 
'-----r 
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Вероятно, 

нет •.• 



Другие применения интегралов (молнuеНОlНЫЙ оGзО\') 

В фuзuке, elЛU на тело gеЙlтsу-

ет lUла Р, заlтаsляя ezo npoamu fDY6\~fi\ §: ГnlIl{fJfA\ ~ ~i?t?9~nnПf1f2 
раатоянuе d, lоsершенная ~U~ ~LAJ lГJ \J~U~lnJLЛlL5 
РД&ОТД бувет раена nроuзsegе-

нuю 

о 
Но что, elЛU lUла меняетlЯ S за­
SUlUMOlmU от nоложенuя тела? 

Сetlчэt 5ef'Hyt::t. ..• 
Иеnpeogо.wмэя ... ;iI ••• СIAЛЭ 

зэсmаsляert1 .меня отлучиться 

ненэgолzо ... 

'-----,~ 

о 

(' , 

d 

d 

Вы yzаgалu! ЕlЛU lUла, nрuклэgыsаемая S точКе Х, раена Р(х), то J ь Р(х) dx - раоота, 
lоsершенная межgу точкамu а U Ь. а 

На кО\'отком UH­
терsале dx luла 
почти nосmояннз, 

а значuт, раоота, 

lоsершенная на 

9том uнтерsале, 

раена Р(х) dx, 
U т.в., U т.в . ... 

Почему «тела» 

S фuзuке slezga лuGо 
nРЯМОYZО/IЬные Gлокu, 

лuGо шары? 
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Не знаю! НО, 

кажется, мы CUgUM 

на nРЯМОYZО/IЬном 

Gлоке lbIpa! 



Гоgоря о силе, gagaame gсnомним о goge! На NOGoa zлуGине на gac gagum goga, и 9то gаgление 
geйcmgyem gO gce стороны ••• Чем zлуGже gbj опускаетесь, тем сильнее еамение, потому 
что тем Gольше gec gаgящеzо на gac столба. 

А,дВМ:НИЕ ВОА,Ь1 - 9то СИМ, А,ЕЙ­
С11lУЮЩдЯ НА ЕДИНИЦУ ПЛОЩАДИ. 
Она измеряется g килоnаскалях (Кna). 
(Оеин килоnаскаль pageн 1000 Ньюто­
нам на кgаgpатный метр.) На zлуGине 

Х еамение оnрegеляется формулой 

Р(х) ; 9,9х Кna 

&олее ~1'OkOe 

еэ"ленuе --.... W 

Рассмотрим плотину, которая сgержugает Gольшую массу gogbI. На NOGoa zлуGине х gag­
ление ggоль mOHKOZO zори,онтальноzо кусочка плотины толщиной dx постоянно. Сила, еей­
стgующая на 9тот кусочек, pagHa nлощаgи ezo nоgерхности, умноженной на gаgление. >'та 
nлощаgь nOgepXHOCти pagHa W(x) dx, zge W(x) - gлина криgой, которую oG\>a,yem nogepx­
ность плотины на 9той zлуGине. Если оGщая сила от О ео XpagHa Р(х), то 

dF; 9,9х W(x) dx 

Если плотина сgержugает gogy zлуБиной 
р MeтpOg, то оGщая сила, gейстgующая 

на плотину, pagHa 

Интezpupоgание nозgоляет инженерам oL\e­
Hugamb наzpузку, которую несет плотина, 
мост или gpyzoe сооружение. 
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И У инженероg 

оБычно хорошо 

получается! 



3адачи 

1. в за9аче на l. во мы 9алu формулу 06'ьема 
~oeы ~ чаше nОЛУlфеl'ичикоо формы . Bы~eeитe 

9ту формулу. Сначала. nrиня~. чmо ~oea 90хоеит 
90 отметки 11. nокaжumе. чmо oGьeM чаши 
на9 ~0900 rз~ен 

Jol1

-

P 

mR1 - y1)dy 

Вычmиmе 9то из ~ тrR'.o6'ьeмa nолушаl'ия. 
и таким 06\>аЗ0М ~ы Ha~geтe oGьeM ~09Ы' 

2.. Ha~9итe Jo' In" d" 

ПоеlКЗЗка: чmoGь, Ha~ти lim "In ". ._0 
nl'иrа~ня~mе У ;1/" и l ПОМОЩЬЮ nra~ила 
Лоnиmаля Ha~9итe 

1
. In (1/у) zm 

у-= у 

3. Вычиlлumе 
oGьeM naraБолои-

9а . nокззанноzо 

на l . 219. иlnОЛЬ­
зvя концентl'и­

чикие ЦUЛUН9I'ы 

~Mитo 9UlKO~. 

R-11 

--+-....-:;---------- R 

у 

4. !::ии araщаmь К\'и~ую у ;1/" ~OК\'yz OlU ". nолучиmlЯ нечmо ~oee Биконеч­
ноа ml'уБы. Чему rз~ен oGьeM чаlmи ml'уБы. ле.жащеа lnra~a от mочки ,,; 1? 

7. Глynы~ инженеl' lnrоeкmиrо~ал и9еаль­
но nЛОlКУЮ. 8еl'mикальную nлоmину 8 фор­
ме ml'aneцuu (а 8ееь иЗ0zнymая nлоmина 
Была Бы КУ9а nl'очнее!). Шиrина nлоmины 
8 8еl'хнеа чаlmи 300 м. 8 нижнеа -
200 м. Bblloma nлоmины I'а8на 200 м. 
!::ии nлоmина 19е1'.жu8аem 8О9НУЮ маау 
zлуБино~ 17'1 м. чему I'а8на общая lила 
8оеы. 9еаlm8ующая на nлоmину? 
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300 

\------..,..-"."...--/ О 

W(y) .. ? 
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Глава 14 

Что дальwеt 

Чuтэтель, 9тэ кнuzэ - ЛUШЬ нэчэло ... Мэтемэтuчикuй энэлuз nOJ8Oляem gелэть мноzо 
больше. Он - МОlЩ-leClшuй "нстl'умент, который можно UСnОЛЬ301Jэть в сoцuэльны�x нэуках, 

БUОЛОZUU, ф"зuке, uнженеl'НОМ gеле, 9KoHoмuKe u стэтuстuке. Ezo ugeu мвuвэлuсь мноzuмu 
nоколенuямu мэтемэтuков, нэчuнэя с Ньютонэ u ЛеЙБНUЦЭ. 

..- с ± 
с... . _".:1" 

. . ..Б:;;-. ,-
<~ "'" ~ ,..~ _. c-~-=-

# • 

23? 

Пеl'ечuслю еще николько тем, с которы­

М" вы столкнemиь в gЭЛЬНeClшем "3 ученuu 
высшей мэтемэтuкu. 



Дифференциальные уравнения 

Ньютон не только открыл мэте­

мэтuчикий аналuз, но u сФОРМУ­
"""овал знаМ€нuтый фUзuчикuй 

закон, связы�аloщuйй скорость 

u СUЛУ: 

F ~ d~ (ти) 

ЛюGое ypaBHeHue, в котором со­
gержэтся nроuзвоgные (в том 
чuсле u 9то), называется ДИ<!>­
<!>ЕРЕНUJ.4АЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ. 

A,pyzoe guффереНL\uальное ypaBHeHue - закон Г ука, он же ypaBHeHue nружuны. Еслu Z?Y3UK 
мэаой m смещают на х egUHUL\ от нейт1'3ЛЬНОZО nоложенuя nружuны u отпускают, mozga 
в люБое время YCKopeHue Z?узuка Буеет nРОnO\'L\uонально ezo смещенuю : 

F ~ - kx, uлu, учuтывая второй закон Ньютона, х"( t) ~ - ~ х( t) 

(k - константа, завuсящзя от ynpyzocmu nружuны.) 

о 
Нейтl'Эльное 
положение 

о 

Вся вселенная оnuсываemся guффереНL\uаль-

х о х 

х" ~ -kx/m 

HЫМU уравненuямu, u pewumb "Х - _zлз=в~на=Я~_=::::;;;;;;;;;;;!iiiiiil71 
заgача ученоzо. r 

Так! Кажется, 

мне увэлось 

оптимизировать 

рзtnuсанuе своих 

лeкuuй ... 



Функции мноrих переменных 

9то функции, значение которых за6иlиm ,.-::-----~----..... ....-7 
от никольких nepeMeHHbIx (Hanpuмep , от 6lex 
npolmpaHlm6eHHbIx коорвинат, а не mолько 
от х).110lКОЛЬКУ мир, 6 котором Мbl ЖU6ем, 
имеет как минимум три измерения, эmо 

очень 6ажны~ разgел математики! 

Последовательности 

и ряды 

Как 6аш кapмaHHЫ~ калькуляmор lnp36ляemlЯ 

llUHYlaмo и КОШНУlами? Уви6итиь ли 6Ы, 

узнав, что 

. _ х' х' х7 

ЯП Х - Х - т + 120 - <;040 + ... 

Как?! Не pэs­

но?! Ну rnozga 
ЛЭf1Ю. 

nj>OeJC3НI ••• 

Интеrралы по контуру 

и по поверхности 

Можно UHmezpuf'O!Iamb 6g0ЛЬ К!'и6ЫХ и по no-
6еРХНОlmям, а не по lКУЧНЫМ nрямы�M линиям. 

Функции комплексном переменном 

Еlли 8 ~ 88Umu операции l чиlЛОМ i ~ П, которое 06манчи60 наЗЫ6аюm «мниMO~ 
eg~. ID'UIЭЮm npoUlxogumb Не6ерoяmные 6ещи! 

Эmи lCD8rJf't"'m 'e nepeмeн­

ные не m<:IIIIOIa> c82Jыlэom-­

lЯ Ч!'eJ8W"ЙЮ)906iь1М 
lnOlo6cl/lt.ga~ 6 

06лaaru~а, 

КJaH~ r«rМю, u 9Ру­
ZUX 06J\3C1n1O~. но и 

открЬ_ ZA)!Q.иJblе 

мат~DAЗU ­

например. J9UВU ­

mельное ~""'tiE= 
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Но самое nоml'ясающее s маmемаmическом анализе - то, чmо он Secb nO-nl'ежнему стоит 
«на esyx китах», на esyx OCHOSHbIX ивеях - nl'оизsовной и инmеZ\'але, изо~еmенных вsумя 

лювьми сsыше 300 леm назав. ~ З91'аsсmsуюm Ньюmон и ЛейGниL\! 
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06 АВТОРЕ 
Лз1'!'и Гоник - аетО1' множестеа книг , е котО1'ЫХ KoNlukcы� ис­

пользуются вля nе1'egачи еажных ивеЙ. У Гоника вве учены�e 
степени по математике, полученные е ГЗ1'ВЗ1'ве. 

.. 

Он также n1'enовавал в 9том униве1'ситете, 

пока не yIIолился в знак протеста n1'omue 
невостатка комиксое е учебном плане. 

(fi· 
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